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Uvod

1. EKVIVALENCE A USPORADANE MNOZINY

Cil. Pripomeneme pojmy ekvivalence a uspordaddni, které by mély
byt zndmy z dvodnich matematickych kurzi.

Relaci p na mnoziné X rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu
X x X; tedy prvky relace p jsou nékteré dvojice prvki mnoziny X. Misto (a,b) € p
piSeme casto a pb, zejména pokud relaci oznac¢ime symbolem typu ~, < apod. Na
relace je uzite¢né nahliZzet jako na orientované grafy.

Definice. Relaci ~ na mnoziné X nazyvame ekvivalence, pokud je
(1) reflexivni, tj. x ~ x pro vSechna z € X
(2) tranzitivni, tj. © ~ y a y ~ z implikuje x ~ z,
(3) a symetrickd, tj. x ~ y implikuje y ~ x.
Blokem (nebo tiidou) ekvivalence ~ pfislusnou prvku z € X rozumime mnoZinu
[2]. ={ye Xz ~y}

Pro dand z,y jsou piislusné bloky bud stejné (pokud x ~ y), nebo disjunktni; tvori
tedy rozklad mnoziny X. Mnozinu vSech bloku ekvivalence ~ znaéime X/~ tj.
X/~ ={[z]. v € X}.

Naopak, kazdému disjunktnimu rozkladu X = (Jg.z B piislusi ekvivalence de-
finovana predpisem ,x ~y < x,y lezi ve stejném bloku“.

Priklad.

e Na mnoZiné pfirozenych ¢isel N zavedeme relaci definovanou piedpisem
»a~b & a+bjesudé cislo“. Je to ekvivalence s dvéma bloky: jeden blok
je tvofen sudymi ¢isly, druhy lichymi.

e Na mnoziné vSech primek v roviné zavedeme relaci definovanou predpisem
»P1 || p2 & piimky p; a ps jsou rovnobézné“. Blok [p]; obsahuje pravé
vSechny primky rovnobézné s p.

e Na mnoziné vSech trojuhelniki v roviné zavedeme relaci definovanou pred-
pisem , T} ~ Ty < trojuhelniky T7 a T3 jsou shodné“. Blok [T]~ obsahuje
pravé vsechny trojuhelniky shodné s T

e Na mnoziné vrcholt daného grafu zavedeme relaci definovanou predpisem
»T ~ Yy & existuje cesta z x do y“. Bloky této ekvivalence jsou komponenty
souvislosti daného grafu.

Definice. Relaci < na mnoziné X nazyvame cdstecné usporadani, pokud je
(1) reflexivni, tj. * < x pro vSechna z € X,
(2) tranzitioni, tj. ¢ <y a y < z implikuje x < z,
(3) a antisymetrickd, tj. x <y a y < z implikuje = y.
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Alternativné fikame, ze (X, <) je usporddand mnoZina. Uspofadani se nazyva line-
arnt, pokud navic pro kazdé x,y nastane z < y nebo y < x. Intervalem rozumime
mnozinu

[a,b] ={z € X :a <z <)}
Pokud z < y a x # y, piSeme = < y.

Priklad.

e Na mnoziné pfirozenych ¢isel uvazujme obvyklé usporadani 1 <2 < 3 < .. ;
uspofadand mnozina (N, <) je line4rni.

e Na mnoziné prirozenych ¢isel uvazujme usporadani délitelnosti, tj. ,a je
mensi nez b pokud a | b“; uspofddand mnozina (N,|) neni linedrni: napf.
¢isla 2, 3 jsou neporovnatelné.

e Na mnoziné P(X) v8ech podmnozin dané mnoziny X uvazujme uspofadéni
inkluzi, tj. ,,A je mensi nez B pokud A C B¥; je-li | X| > 1, pak uspofddana
mnozina (P(X),C) neni linedrni: napt. dvé rizné jednoprvkové mnoziny
jsou neporovnatelné.

Koneéné usporadané mnoziny se Casto zadavaji pomoci tzv. Hasseova diagramu.
Jde o graf relace <, pfi¢em? nekreslime smycky (reflexivita), vynechavdme vsechny
hrany, jejichz existence je zarucena tranzitivitou, a misto Sipek kreslime neoriento-
vané hrany tak, aby vétsi prvky byly vyse. Napf.

A= B =

Definice. Rekneme, 7e prvek a € X je v (X, <)

nejvétsi, pokud pro kazdé b € X plati b < a;

nejmensi, pokud pro kazdé b € X plati b > a;

mazximdlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b > a;
minimdlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, Ze b < a.

Priklad.

e Uspofddand mnozina A mé jeden nejvétsi prvek, jeden maximalni (ten
samy), zZadny nejmensi a dva minimélni prvky.

e Usporddand mnozina B méa jeden nejvétsi (a zaroven maximalni) a jeden
nejmensi (a zaroven minimalni) prvek. Je to linedrni uspofadani.

e Uspofddand mnozina (N, <) md nejmensi prvek 1, ale zaddny maximalni
prvek.

e Usporddand mnozina (N, |) pfirozenych éisel s relaci délitelnosti mé nej-
mensi prvek 1, ale zddny maximélni prvek. Uspofddand mnozina (N~ {1}, )
ma za minimalni prvky pravé vSechna prvocisla.

Definice. Nechf Y C X. Rekneme, Ze prvek a € X je v (X, <)

e horni mez mnoziny Y, pokud a > y pro kazdy prvek y € Y;

e supremum mnoziny Y, pokud to je nejmensi horni mez Y; znaci se a =
supY.

e dolni mez mnoziny Y, pokud a < y pro kazdy prvek y € Y;

e infimum mnoziny Y, pokud to je nejvétsi dolni mez Y'; znacéi se a = inf Y.
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Jinymi slovy, supremum mnoziny Y je nejmensi prvek mnoziny X, ktery je vétsi
nez vSechny prvky Y. Podobné, infimum mnoziny Y je nejvétsi prvek mnoziny X,
ktery je mensi nez vsechny prvky Y.

Priklad.

V usporddané mnoziné A podmnozina sestavajici z obou minimalnich prvka
nema supremum ani infimum. Infimum proto, Ze nemé ani zadnou dolni
mez. Horni meze sice tato podmnozina ma tfi, avSak zadna z nich neni
nejmenst.

V usporadané mnoziné B ma kazda neprazdna podmnozina supremum i in-
fimum. Obecné, v kazdé linedrné usporadané mnoziné méa kazdé neprazdna
koneénd podmnozina supremum i infimum, pficemz supY = maxY,inf Y =
min Y. Pozor, pro nekonecéné to obecné nefunguje: napt. v (N, <) neexistuje
sup N.

V uspotadané mnoziné (P(X), C) mé kazda podmnozina infimum i supre-
mum, pfi¢emz inf Y je rovno priniku vSech mnozin z Y a sup Y je rovno
sjednoceni vSech mnozin z Y.

V uspofddané mnoziné (N,|) mé kazdd koneénd podmnozina infimum i
supremum. Pfitom inf Y je rovno NSD vs8ech ¢isel z Y asup Y je rovno NSN
v8ech ¢isel z Y. Na druhou stranu, napf. sup{p : p prvocislo} neexistuje.

Uvédomte si, ze sup @ je rovno nejmensimu prvku, pokud takovy v (X, <) exis-
tuje; podobné, inf () je rovno nejvétsimu prvku, pokud takovy existuje.

Definice. Svazem nazyvame kazdou uspofadanou mnozinu, ve které existuji sup-
rema a infima vSech dvouprvkovych podmnozin (pak také zfejmeé existuji suprema a
infima viech neprdzdnych konecnyjch podmnozin). Uplngm svazem nazjvime kaz-
dou usporadanou mnozinu, ve které existuji suprema a infima vSech podmnozin.
Ve svazu obvykle znacime zkracené

aVb=sup{a,b} a aAb=inf{a,b},

symboly V, A ¢teme jako spojeni a prusek.

Tedy v iplném svazu existuje nejmensi i nejvétsi prvek (sup @ a inf 0).

Priklad.

Usporadana mnozina A neni svaz.

Linedrné uspofdddnd mnozina je vidy svaz: a V b = max(a,b), a ANb =
min(a, b). Tedy (N, <) je svaz, ale neni tplny: napf. sup N neexistuje.
(NU {oo}, <) je uplny svaz.

(P(X), Q) je uplny svaz: AVB=AUB, ANB=ANB.

(N,]) je (netplny) svaz: a Vb = NSN(a,b), a A b = NSD(a,b).

Definici tiplného svazu lze zjednodusit: sta¢i predpokladat existenci bud suprem,
nebo infim.

Tvrzeni 1.1. Usporddana mnoZina, ve které existuji infima vSech podmnoZin, je
uplng svaz.

Dikaz.

Ozna¢me danou uspofadanou mnozinu (X, <). Staéi si uvédomit, ze

supY =inf{a € X : a > y pro kazdé y € Y},

tedy ze suprema lze definovat pomoci infim. O
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(Analogicky lze pfedpokladat pouze existenci suprem.)

Na zavér uvodni kapitoly zformulujeme jedno pozorovani o kone¢nych mnozi-
nach, které nijak nesouvisi s usporddanymi mnozinami, avsak bude se ndm v bu-
doucnu parkrat hodit.

Lemma 1.2. Bud' f : X — Y zobrazeni mezi stejné velkymi konecnymi mnoZinami.
Je-li f prosté, pak je bijektivni.

Diikaz. Necht n = |X| = |Y|. Kazdému z n prvkd mnoziny X pfifadi f néjakou
hodnotu, pricemz tyto hodnoty jsou navzajem rtzné; obor hodnot zobrazeni f tedy
musi mit n prvkid. Takze to musi byt celé Y. O
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Délitelnost v oborech integrity

2. ELEMENTARN{ TEORIE CGISEL

Cil. Nejprve struéné nastinime, jok se formdlné definuji ptiro-
zend cisla, a hned poté se pustime do zdkladnich poznatkid o déli-
telnosti: existence a jednoznacnost rozkladu na prvoéisla (Zdakladni
véta aritmetiky); Bukleidiv algoritmus a Bézoutova rovnost; Cin-
skd véta o zbytcich; Fulerova funkce a FEulerova véta. Naucime se
pracovat s Sikovngm znacdenim pomoct kongruenci = (mod n).

2.1. Prirozena dcisla.

Pfirozenymi ¢isly intuitivné rozumime mnozinu N = {1,2,3,4,...}. Formalné
vzato vSak tento zapis nedava valny smysl: nekone¢nou mnozinu prece nemuzeme
definovat vyc¢tem prvku! V tomto odstavci nastinime, jak lze pfirozend ¢isla zavést
forméalné. Protoze vsak u ¢tendfe nepredpokladdme zadnou znalost matematické
logiky, nebudeme se poustét do detaild a nékteré pojmy z logiky budeme pouzivat
bez dalsiho vysvétleni na intuitivni Grovni. Z jistych divodt se v logice zavadéji
prirozena cisla i s nulou, ¢ehoz se v tomto odstavci pridrzime.

Jeden ze zpusobi, jak pfirozena ¢isla zavést, je zformulovat sadu azioma, z nichz
se budou vSechna tvrzeni o pfirozenych ¢islech dokazovat. Standardnim pfistupem
je tzv. Peanova axiomatika. P¥irozené ¢isla s nulou zavedeme jako teorii, v niz mame
konstantu 0, unarni funk¢ni symbol s a nasledujici axiomy:

(1) pro kazdé a existuje pravé jedno b takové, ze s(a) = b;
(2) pro kazdé a je s(a) # 0;
(3) pro kazdé a # b plati s(a) # s(b);
(4) je-li V vlastnost takova Ze
(a) 0 mé vlastnost V;
(b) pro kazdé a plati nésledujici: jestlize mé a vlastnost V', pak s(a) mé
také vlastnost V;
pak ma kazdé a vlastnost V.
Interpretace symbolu s je takova, ze ,cislu“ pfiradi ,Cislo o jedna vétsi“. Prvni
tfi axiomy tikaji, Ze s je prosta funkce, v jejimz oboru hodnot neni 0. Poslednimu
axiomu se iika matematickd indukce.

Na zakladé téchto axiomt mizZeme induktivné definovat standardni operace: s¢i-
tani predpisy a+0 =a a a+ s(b) = s(a+b) (tj. umime-li spocitat a + b, definujeme
na jeho zakladé a + s(b)), ndsobeni piedpisy a -0 =0 a a-s(b) = a-b+ a, atd.
Usporadani definujeme predpisem a < b < dc a + ¢ = b a podobné lze postupovat
pro dalsi zndmé pojmy a vlastnosti.

Z Peanovych axiomt lze logicky odvodit vSechna tvrzeni o pfirozenych d¢islech,
na ktera si vzpomenete — i kdyz zpravidla nejde viibec o jednoduchou préaci (zkuste
napt. dokdzat, Ze s¢itani je komutativni!). Pfesto ma tato metoda své limity: slavna
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Godelova véta o netplnosti fika, Ze existuji tvrzeni, jez z téchto axiomu nelze do-
kazat ani vyvratit. A jesté hufe: dokonce neexistuje zadna ,hezka“ sada axiomu,
ktera by tuto neprijemnou vlastnost neméla. Nastésti se ukazuje, ze takova tvrzeni
jsou dosti obskurni, Gédelovou vétou se tedy nemusime prilis trapit.

Druhym pfistupem, ktery uvedeme, je vybudovani modelu p¥irozenych ¢isel (s
nulou) v rdmci néjaké dobfe zndmé teorie, napf. teorie mnozin. Standardnim mo-
delem v teorii mnozin jsou tzv. von Neumannova ¢isla, definované jako nejmensi
mnozina w splnujici

(1) 0 ew;
(2) jestlize A € w, pak AU {A} € w.
Tedy w obsahuje postupné mnoziny

0, {0}, {0.{0}}, {0.{0}.{0.{0}}}, ...
Timto zptsobem mizeme definovat ¢islovky 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}} atd.
Vsimnéte si, Ze v tomto znaceni je 1 = {0}, 2 = {0,1}, 3 = {0, 1,2}, atd. Pokud
iterpretujeme symbol s jako s(4) = AU {A}, pro von Neumannova ¢&isla budou
platit Peanovy axiomy.

Na zavér struéné uvedeme, jak se formalné zavadéji ostatni ¢iselné obory. Cela
Cisla lze definovat jako sjednoceni ¢isel kladnych, zapornych a nuly, pficemz zapor-
nym ¢islem rozumime formalni zapis —a, kde a je prirozené Cislo; operace se definuji
ziejmym zpisobem. Cela ¢isla s operacemi séitani, od¢itani a nasobeni tvoii struk-
turu, které se fika obor integrity. Racionélni ¢isla se pak definuji jako podilové teleso
tohoto oboru (viz Tvrzeni 8.1). Zptisobt, jak formalné zavést Cisla redlnd je celd
fada, jeden ptiklad za vSechny: jde o tzv. zuplnéni usporadaného télesa raciondlnich
¢isel — doplnime suprema a infima vSech omezenych podmozin a pomoci limit na
né preneseme operace (detaily konstrukce patii spise do topologie). Na komplexni
¢isla pak lze nahlizet jako na algebraicky uzdvér éisel redlnych (viz Véta 26.4).

2.2. Zakladni véta aritmetiky.

V tomto odstavci zopakujeme znalosti, které byste méli mit ze stfedni skoly,
pricemz doplnime nékteré dukazy. Tato fakta byla znama jiz starofeckym matema-
tikiim a v moderni podobé byly formulovany Carlem Friedrichem Gaussem v jeho
slavné knize Disquisitiones Arithmeticae z roku 1801, ktera polozila zéklad moderni
teorie Cisel.

Cisly budeme nadale rozumét piirozena ¢isla. Jak znamo, pro kazdou dvojici éisel
a, b existuje pravé jedna dvojice ¢isel ¢,r, kde r € {0,...,b — 1}, spliiujici vztah

a=q-b+r.

Cislo ¢ se nazyva celociselny podil ¢isel a,b, znadi se a div b, a &islo r se nazyva
zbytek po déleni, znaci se a mod b.

Rekneme, ze ¢&islo b déli &islo a, piSeme b | a, pokud existuje &islo ¢ spliujic
a =b-q (tj. pokud je zbytek r = 0). Pro kazdé a plati 1 | a a a | a; tito délitelé
se nazyvaji neviastni. Cislo p # 1, které ma pouze nevlastni délitele, se nazjva
prvocislo; ostatni Cisla se nazyvaji sloZend. Zcela zakladnim poznatkem teorie ¢isel
je fakt, Ze kazdé ¢islo lze jednoznacné vyjadfit jako soucin prvocisel.

Véta 2.1 (Zakladni véta aritmetiky). Pro kaZdé prirozené éislo a # 1 existuji
ruznd prvocisla p1,pa, ..., Ppn 6 prirozend cisla ki, ks, ..., k, spliujici

ki ok Ko
a=pi"py-...-p,
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(tomuto vyjddient se fikd prvociselny rozklad). Tento zdpis je jednoznacny aZ na
poradi ciniteld.

Priznejme si vSak na tomto misté: kdo z nas umi takovou ,,samoziejmost“, jakou
je existence a jednoznacnost prvociselného rozkladu, dokazat?

Tedy existenci rozkladu lze dokazat pomérné snadno indukci: je-li a prvodislo,
rozklad zfejmé existuje; budeme tedy predpokladat, ze a je slozené a ze rozklad
existuje pro vSechna mensi ¢isla. NapiSeme a = b - ¢ pro néjakd 1 < b,c < a. Podle
indukéniho pfedpokladu existuje prvociselny rozklad jak pro b, tak pro c. Jejich
slozenim ziskdme rozklad ¢isla a.

vvvvvv

Nejvétsi spolecny délitel Cisel a a b je nejvétsi Cislo ¢ spliujici zaroveni ¢ | a a
¢ | b. Toto ¢islo znac¢ime NSD(a, b); v§imnéte si, Ze jde o infimum mnoziny {a,b}
ve svazu (N, |). Podobné, nejmensi spolecny ndsobek &isel a a b je nejmensi &islo ¢
spliiujici zaroven a | ¢ a b | ¢. Toto ¢islo zna¢ime NSN(a,b) a jde o supremum v
tomto svazu. Ziejmé

a-b
NSN(a,b) = NSD(a, )"

Na vypocet NSD pouzivame znamy Fukleidiv algoritmus, kterému se budeme
bliZze vénovat v sekci o Eukleidovskych oborech (viz Sekce 6). Ten funguje nasle-
dujicim zptisobem: za¢neme s danymi dvéma ¢isly a budujeme posloupnost tak, ze
vzdy vezmeme zbytek po déleni predposledniho ¢isla poslednim. Odpovédi je po-
sledni nenulové hodnota. Nap¥. pro NSD(168, 396) dostavame posloupnost 396, 168,
60, 48, 12, 0, a tedy NSD(168,396) = 12. Spravnost algoritmu plyne z nasledujiciho
pozorovani:

Lemma 2.2. Pro libovolnd ptirozend cisla a,b plati
NSD(a,b) = NSD(a mod b, b).

Dikaz. Zopakujme, ze

a="b-(adivd)+ (a modb).
Tedy dané cislo ¢ déli obé ¢isla a, b pravé tehdy, kdyz c déli obé ¢isla a mod b, b.
Protoze tyto dvé dvojice maji stejné spolecné délitele, maji stejného i toho nejvét-
siho. 0

Pomoci Eukleidova algoritmu lze dokazat také néasledujici vétu:

Véta 2.3 (Bézoutova rovnost). Pro kaZdou dvojici pfirozengch cisel a,b existuji
celd ¢isla u,v splnugjici
NSD(a,b) =u-a+wv-b.

Formalni dikaz této véty provedeme v obecnéjsim prostiedi pro Eukleidovské
obory, viz Véta 6.1. Princip je vSak snadny: zbytek po déleni lze vyjadrit jako
linedrni kombinace obou délenych ¢isel, nebot a mod b=1-a — (a div d) - b, a tedy
ve vznikajici posloupnosti budou samé linearni kombinace pivodnich cisel. Vse je
dobfe vidét z nasledujiciho prikladu:

Piiklad. Pro NSD(168,396) dostdvame posloupnost 396 = 1-396 + 0 - 168, 168 =

0-396 +1-168, 60 = 396 — 2 - 168, 48 = 168 — 2-60 = —2 - 396 + 5 - 168,
12=60—48 =3-396 — 7 - 168. Tedy NSD(168,396) = 3 - 396 — 7 - 168.
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Druhou moznosti jak poéitat NSD je pomoci (jednoznaénych) prvoéiselnych roz-
kladi: protoze 168 = 23-3-7 a 396 = 22-32 .11, mame NSD(168,396) = 2%.3 = 12.
Problém je, ze kdybychom neméli jednoznacnost rozkladi, kdyby se napt. ¢islo 396
rozkladalo na soucin uplné jinych prvocisel nez 2,3,11, dostali bychom z jiného
rozkladu jiny NSD, coz je absurdni. Tim se dostavame zpét k ptivodni tloze, totiz
k dtkazu Zakladni véty aritmetiky. Jeho dtisledkem je, Zze uvedena metoda vypo-
¢tu NSD funguje. (Skuteénym protipiikladem na tuto metodu je napf. nasledujici
situace v oboru Z[v/5]: 4 = 2-2 = (v/5 — 1)(v/5 4 1). Z prvniho rozkladu bychom
vydedukovali NSD(2,4) = 2, z druhého NSD(2,4) = 1. Detaily viz Sekce 7.)

Pomoci Bézoutovy rovnosti dokédZeme jedno pomocné tvrzenicko. (Opét, kdy-
bychom méli v ruce jednoznacénost prvociselnych rozkladd, bylo by tvrzeni o¢ividné.)

Lemma 2.4. Bud p prvoéislo a a,b € N. Plati-lip|a-b, pak p|a nebo p|b.

Diikaz. Predpokladejme, ze p t a. Pak NSD(a, p) = 1, protoze je p prvoéislo, a tedy
podle Véty 2.3 existuji ¢isla u, v splnujici au + pv = 1. Vynasobenim obou stran
rovnosti ¢islem b dostaneme abu+pvb = b. Jelikoz p déli oba séitance na levé strané,
déliib. O

Indukci snadno odvodime nésledujici disledek:

Lemma 2.5. Bud p prvocislo a ay,...,a, € N. Plati-lip|ay-... ay, pakp| a;
pro alespom jedno 1.

Nyni miZeme pfistoupit k dikazu jednozna¢nosti prvociselnych rozkladt. Bud
a nejmensi ¢islo s nejednozna¢nym provéiselnym rozkladem a uvazujme dva rizné

rozklady

k km 1 ln
a:pll""'prn *Q1IQVL

Protoze py | a = qll1 -...-gln, musi existovat i takové, ze p; | ¢;. Ovsem ¢; je prvoéislo,
tedy p; = ¢;. Pak ale uvazujme ¢islo b = pil: to ma také dva ruzné rozklady

ki1 k Fon 1 li—1 Eon
b=py" " Py =q g g

ale pfitom b < a, coz je spor s minimalitou a. Véta 2.1 je dokazana.

Dusledek 2.6. Ezistuje nekonecné mnoho prvocisel.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze jich je jen koneéné mnoho a Ze pi,...,pn je
jejich seznam. Uvazujme ¢islo p; - p2 - ... - pp + 1: to neni délitelné ani jednim z
prvocisel, pfitom musi mit néjaky prvociselny rozklad. Spor. O

2.3. Kongruence.
Zapis pomoci kongruenci, zavedeny Gaussem ve zminiované knize Disquisitiones
Arithmeticae (1801), zna¢né usnadiiuje poc¢itdni modulo dané éislo.

Definice. Pokud a a b davaji stejny zbytek po déleni m, tj. pokud m | a — b,
budeme psat

a=b (modm)
(Gteme a je kongruentni s b modulo m).

Uvédomte si, ze relace ,,byti kongruentni modulo m* je ekvivalence: je reflexivni,
tj. a = a (mod m), protoze m | a — a; je symetrickd, protoze m | a—b < m | b—a;
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a je tranzitivni, protoze

a=b (mod m) = m|a—>b
b

m|(a—b+(b—c)=a—c

¢ (mod m) = m|b—c } ¢ )+ )

Tedy znaménko kongruence je mozné pouzivat podobné jako rovnitko. Ukazeme si
to na kratkém vypoctu (feSeni je ocividné, ale pro ilustraci jej podrobné rozepi-
Seme).

Uloha. Spoéctéte 77333 412333 mod 6.
Reseni. Protoze 12=0,7=1a 11 = —1 (mod 6), miizeme psét
77333 4 12333 = 77938 4 (338 — 77383 7333 11393 = 1388 (L1} — 1 (mod 6).

Vysledek je tedy 5. O

Pfi vypoctu jsme pouzili nékolik jednoduchych vlastnosti kongruenci, které nyni
zformulujeme a dokazeme.

Tvrzeni 2.7. Necht a =b (mod m) a ¢ =d (mod m). Pak plati
a+c=b+d (modm), a—c=b—d (modm), a-c=b-d (modm)

a pro kazZdé prirozené k plati

a® = (mod m).

Diikaz. Podle predpokladu m | a—bam | c—d. Tedy m | (a —b) + (¢ —d) =
(a 4+ ¢) — (b+ d) a podobné pro operaci —. Déle m | (a —b) -ca m | (c—d) - b,
atedy m| (a—0b)-c+ (c—d) b= ac— bd. Posledni tvrzeni se snadno dokéze z
piedchoziho vzorce indukei: > = a-a =b-b=b*> (mod m), a® =a%-a =b>-b=0b>
(mod m) atd. O

V kongruenci smime kratit ¢islem, které je nesoudélné s modulem m. Naopak,
jsou-li vechna tfi ¢isla v kongruenci soudélna, cely vyraz mizeme zjednodusit tim,
ze spoleény faktor vykratime na obou stranach ¢ v modulu. Formalné tyto vlastnosti
vyjadiuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.8. Pro kazdd a,b,c,m plati

(1) a=b (mod m) < ca =cb (mod em);
(2) jsou-li ¢,m nesoudélnd, pak a =b (mod m) < ca =cb (mod m).

Diikaz. (1) Tvrzeni fikd, Ze m | a—b < cm | ca — cb = c(a —b), coz je ziejmé.
(2) Protoze m | ca — c¢b = c(a — b) a €isla ¢,m jsou nesoudélnd, musi platit
m | a — b. Opa¢nd implikace plyne z Tvrzeni 2.7. O

Uloha. Najdéte viechna x spliujici a) 62 =9 (mod 21), b) 10z =5 (mod 21).

Reseni. a) Uzitim Tvrzeni 2.8 (1) dostaneme ekvivalentni podminku 2z = 3 (mod 7),
kterda mé ocividné feSeni x =5 + 7k, k € Z.

b) Uzitim Tvrzeni 2.8 (2) dostaneme ekvivalentni podminku 2z = 1 (mod 21),
ktera ma ocividné feseni x = 11 + 21k, k € Z. |
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2.4. Eulerova véta.

Pro motivaci pfipomenme ulohu uvedenou za definici kongruence: feseni bylo
snadné predevsim proto, ze 12 =0 a 77 = —1, pricemz tato ¢isla se snadno mocni.
Zamyslete se nad nasledujici alohou.

Uloha. Zjistéte posledni cifru éisla 77333,

Resend. Jinymi slovy, spoététe 77333 mod 10. Miizeme psat 77333 = 7333 (mod 10).
Nemame-li vsak k dispozici lepsi teorii, nezbyva, nez zkouset mocnit sedmicku. Zahy
si vSimneme, Ze se posledni cifry opakuji s periodou 4, a protoze 333 mod 4 = 1,
dostavame 7333 = 71 = 7 (mod 10). O

To, ze zbytky modulo dané ¢islo vykazuji periodu jako v predchozi tloze, neni
nahoda, nybrz pravidlo, které se nazyva FEulerova véta. Délku periody udava tzv.
Eulerova funkce.

Definice. Eulerova funkce p(n) zna¢i pro n > 1 pocet ¢éisel v intervalu 1,...,n—1
nesoudélnych s ¢islem n.

Napft. ¢(10) = 4, nebot s desitkou nesoudélnd jsou pravé ¢isla 1,3,7,9. Pro
libovolné prvocéislo p plati p(p) = p—1, protoZe nesoudélna jsou s nim préve vSechna
mensi Cisla.

Vypocet Eulerovy funkce pouze z definice by byl pro vétsi nez mala ¢isla ponékud
pracny. Nastésti existuje vzorec, pomoci néhoz je snadné spocitat hodnotu ¢(n),
pokud znédme prvociselny rozklad ¢isla n.

Tvrzeni 2.9. Je-lin = plfl ... pkm oprvociselny rozklad isla n > 1, pak
(p(n) = pllclil(pl - 1) T 'plncqmil(pm - 1)

Piiklad. p(4056) = p(23-31-132) =22.1-3%9.2.131 .12 = 1248.
Diikaz spravnosti vzorce neni tGplné jednoduchy, nechdame si jej na pozdéji. Ted
se podivame na samotnou Eulerovu vétu.
Véta 2.10 (Eulerova véta). Jsou-li ¢isla a,m nesoudélnd, pak
a?™ =1 (mod m).
K dikazu se ndm bude hodit jedno pomocné lemma. Oznac¢me
m* ={ke{l,...,m—1} : NSD(k,m) = 1}.
Eulerovu funkci pak miizeme zapsat jako ¢(m) = |m*|.
Lemma 2.11. Bud a,m nesoudélnd ¢isla a definujme
fa:m® —>m"*
x +— az mod m.
Pak je zobrazeni f, bijekce.

Dikaz. Predné vznika otazka: je viibec ax mod m vzdy prvek m*? OvSemze ano:
jsou-li obé ¢isla a, = nesoudélna s m, pak je s m nesoudélné i ¢islo ax a tudiz podle
Lemmatu 2.2 také ax mod m.

Dokazeme, 7Ze zobrazeni f, je bijekce. Protoze jde o zobrazeni na kone¢né mno-
zin€, staci diky Lemmatu 1.2 ovérit prostost. Uvazujme tedy =,y € m™ takova, ze
fa(@) = fa(y), tj. ax = ay (mod m). Podle Tvrzeni 2.8 je z =y (mod m), tedy x i
y davaji stejny zbytek po déleni m. Ovsem obé ¢isla jsou mensi nez m, takze musi
byt stejna. |
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Dikaz Eulerovy véety. Uvazujme nasledujici vypocet, kde f, je zobrazeni definované
v predchozim lemmatu:

H b = H fa(b) = H abmod m = H ab = af™ . H b (mod m).
bem* bem* bem* bem* bem*

Prvni rovnost plati diky tomu, Ze v obou pfipadech nasobime pfes vSechny prvky
mnoziny m*, pouze v rizném poradi. Oznacime-li
c= H b,
bem*
pravé jsme dokazali, ze
¢ = a*™ . ¢ (mod m).

Cislo ¢ je nesoudélné s m (protoze je sou¢inem ¢&isel nesoudélngch s m), takze jim
mtzeme podle Tvrzeni 2.8 kratit a dostavame 1 = a®™) (mod m). O

Leonhard Euler publikoval tuto vétu v roce 1736. Specialni pfipad pro m prvo-
¢islo byva pfipisovan Pierre de Fermatovi (objevuje se v jednom z jeho dopist z
roku 1640), a nékdy se nazyvad Mald Fermatova véta.

Dusledek 2.12 (Mald Fermatova véta). Je-li p prvocislo a pta, pak
a? ' =1 (mod p).
Uloha. Zjistéte posledni cifru ¢isla 77333,

Reseni. Pouzijeme Eulerovu vétu: protoze p(10) = 4 a NSD(77,10) = 1, plati
7T = P S = (¥t = 1%.7 = 7 (mod 10).

(Z didaktickych divodt jsme vSe detailné rozepsali, v praxi samoziejmé provedete
vétsinu ivah zpaméti a budete psat rovnou 7333 = 7t = 7.) O

Uloha. Spoctéte 87" mod 21.

Reseni. Opét pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(21) = 12 a NSD(8,21) = 1, stadi
zjistit zbytek po déleni 76 &islem 12. Tedy Fesime tlohu 7% mod 12 a jesté jednou
pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(12) = 4 a NSD(7,12) = 1, stadi zjistit zbytek
po déleni exponentu 6 ¢&islem 4, coz je 2. Tedy 7 = 7?2 = 49 = 1 (mod 12) a
87 = 8! =8 (mod 21). 0

Uloha. Reste 2% +x +2y =1 (mod 7)

Reseni. Pokud 7 | z, pak 7 déli levou stranu, a tedy 2°® +z +zy nedava zbytek 1 po
déleni 7. Takze budeme predpokladat, ze 7 nedéli x a pouzijeme malou Fermatovu
vétu, kterd ifkd, Ze 2° = 1 (mod 7). Zadand rovnice je tak ekvivalentni rovnici
l1+z+ay=1 (mod 7), tj. 7| z(y + 1). Protoze pfedpokladame, Ze 7 { x, musi 7

délit y + 1, tj. y = —1 (mod 7). Resenim je tedy mnozina

{(z,9): T4z, y=—-1 (mod 7)}.
(I

Poznamka. Podle Lemmatu 2.11 pro kazdé a nesoudélné s m existuje pravé jedno
be{l,...,m—1} takové, Ze ab =1 (mod m). Toto b lze podle Eulerovy véty spo-
&itat jako b = a®("™~1, Jiny, efektivnéjsi, postup dava Eukleidtv algoritmus: pokud
zjistime Bézoutovy koeficienty 1 = NSD(a, m) = ua+vm, odpovédi je o¢ividné ¢islo
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u mod m. Toto pozorovani nachdazi aplikaci napt. pfi vypoctu inverznich prvki v
télese Z,, viz kapitola o télesech.

2.5. Cinska véta o zbytcich.

Cinska véta o zbytcich hovoii o feSenich soustav linearnich kongruenci. Byla
znama jiz starovékym Ciantim (je uvedena v knize matematika Sun-c’ ze 4. stoletf)
a o néco malo pozdéji i ve staré Indii.

Véta 2.13 (Cinské4 véta o zbytcich). Necht my,...,m, jsou po dvou nesoudélnd
prirozend cisla, oznacme M = my - ... - my,. Pak pro libovolnd celd cisla uq, ..., u,
existuje pravé jedno x € {0,..., M — 1}, které 7esi soustavu kongruenct

xr=wu; (modmy), ..., x=u, (modmy,).

Diikaz. Nejprve dokazeme jednoznac¢nost feseni. Pfredpokladejme, Ze soustava méa
dveé feseni z,y € {0,..., M — 1}, tj. pro kazdé 7 plati

r=y=u; (modm;).
Pak pro kazdé ¢
m; |z —y
a protoze jsou ¢isla m; navzdjem nesoudélna, dostavame
M=mi-...-my,|z—y.

OvSem |z —y| < M (protoze z,y volime z intervalu 0,..., M — 1), takze z —y = 0,
tj. x =y.
Nyni dokazeme, Ze néjaké feSeni viibec existuje. Uvazujme zobrazeni

F{0, . M =1} —{0,...,my — 1} x - x {0,...,my — 1}
2 +— (x mod myq, ...,z mod myg).

V pfedchozim odstavci jsme vlastné ukazali, Ze zobrazeni f je prosté. Pritom defi-
niéni obor i obor hodnot této funkce maji stejnou velikost M (velikost kartézského
sou¢inu je soufin velikosti Ginitell), takze zobrazeni f musi byt podle Lemmatu
1.2 i na. Tedy ke kazdé k-tici (u1,...,u;) existuje pravé jedno z, které se na néj
zobrazuje; a to je hledané feSeni soustavy. (I

Dtikaz véty bohuzel viibec nedéava navod, jak feseni takové soustavy spocitat.
Existuji sice efektivni algoritmy, které feSeni najdou, jsou ale pomérné slozité a zde
se jimi zabyvat nebudeme. Zajemce odkazujeme na skripta z Pocitacové algebry.

Uloha. Najdéte vSechna Feseni soustavy kongruenci
x=1 (mod 2), =-1 (mod3), z=2 (mod}5).

Reseni. Cinské véta o zbytcich ¥ika, ze existuje pravé jedno feseni 0 < < 30. Treti
kongruenci spliuji ¢isla 2,7,12,17,22 a 27. Z prvni kongruence plyne, ze hledané ¢islo
je liché, zbyvaji tedy 7, 17 a 27, z nichz jediné 17 fesi druhou kongruenci. Vsechna
feseni soustavy jsou tedy tvaru x = 17 4 30k, k € Z. (]

Traduje se, ze motivaci Cinské véty o zbytcich véty byl zptisob, jakym ¢insti
generalové pocitali své vojaky. Generdl védél, ze pred bitvou mél 1000 vojaka, a
chtél je spocitat po bitvé. Nechal je tedy fadit do trojstupi, Ctyistupt, atd., a
zjistoval, kolik mu jich zbyde mimo fady. Jinymi slovy, zjistil, kolik je pocet vojékii
modulo 3, modulo 4, atd. Z Cinské véty o zbytcich plyne, Ze pokud zvolil dostatek
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nesoudélnych &isel (soudin > 1000), mize jednoznaéné uréit celkovy pocet svych
vojaki.

Na zavér pomoci Cinské véty o zbytcich dokazeme vzorec na vypocet Eulerovy
funkce, tj. vztah

ey Pl =V T = 1) T (e — 1),
Diikaz Tvrzent 2.9. Dokazeme nasledujici dvé vlastnosti:
(1) pro kazdé prvoéislo p plati o(p*¥) = p*~1(p — 1);
(2) pro kazda dvé nesoudélna éisla a, b plati p(ab) = p(a) - p(b).
Uvedeny vzorec snadno plyne z téchto dvou tvrzeni: ¢islo n rozlozime na soucin m
po dvou nesoudélnych mocnin pf a dostaneme

@ ok my @) Ry — m—
p(n) = @) - (o) = P (e —1) - Pl
(1) V tomto specidlnim pfipadé je snadné spoéitat soudélnd ¢isla: jsou to pravé
¢isla p,2p, 3p, ..., pF~1 - p. Vidime, Ze jich je p*~!. VSechna zbyla ¢&isla jsou nesou-
délna, takze p(p*) = p* — pF~1 = pF=1(p —1).
(2) Uvazujme zobrazeni

F:{0,....ab—1} = {0,...,a—1} x {0,....,b— 1}

z — (z mod @,z mod b).

Pm — 1).

Podle Cinské véty o zbytcich je f bijekce. Déle uvazujme pouze restrikci f na
mnozinu (ab)*. To je prosté zobrazeni, jehoz defini¢ni obor je mnozina (ab)* velikosti
©(ab). Stadi tedy dokédzat, ze jeho oborem hodnot je mnozina a* x b* — pak, diky
prostosti, bude ¢(ab) = |(ab)*| = |a* x b*| = |a*| - [b*] = ¢(a) - ¢(b), coZ chceme
dokazat. Potfebujeme tedy ovérit, ze

(a) f zobrazuje mnoZinu (ab)* do mnozZiny a* X b*, tj. ze NSD(z,ab) = 1
implikuje NSD(x mod ¢, a) = NSD(x mod b,b) = 1;

(b) f zobrazuje mnozinu (ab)* na tuto mnozinu, tj. Ze pokud NSD(u,a) =
NSD(v,b) = 1, pak to jediné z, které se zobrazuje na dvojici (u,v), spliuje
NSD(x, ab) = 1.

Pro dikaz (a) si sta¢i uvédomit, ze NSD(x mod a,a) = NSD(z, a), a kdyby tato
¢isla byla soudé€lné, tim spise by byla soudélné ¢isla x, ab. Podobné pro b.

Pro diikaz (b) uvazujme (to jediné) x zobrazujici se na (u,v), tj. v = x mod a
a v = z mod b. Dosazenim za u,v plyne NSD(z,a) = NSD(z mod a,a) = 1 a
NSD(z,b) = NSD(x mod b,b) = 1. Kdyby byla éisla z, ab soudélnd, pak by existo-
valo prvocislo p, které déli zaroven z i ab, tedy podle Lemmatu 2.4 by p délilo a
nebo b, a tudiz by z, a nebo x,b byly soudélné, spor. ([

3. OBORY INTEGRITY

Cil. Zavedeme pojem oboru integrity, ktery abstrakiné vymezugje
prostredi, ve kterém lze studovat délitelnost. Jako hlavni priklady
predstavime obor celych cisel a jeho rozsivent, a ddle obory poly-
nomd a formdalnich mocninnych tad.
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3.1. Definice oboru integrity.

Cela ¢isla sdili z hlediska délitelnosti fadu vlastnosti s dalsimi obory. Jak znamo,
délitelnost 1ze studovat pro polynomy, ale také tfeba pro rzné rozsireni celych ¢isel
(napf. Gaussovska celd ¢isla, komplexni ¢isla s celodiselnymi koeficienty) a dalsi
struktury. V rtiznych oborech pak plati rtizné silné tvrzeni: napi. analogie Zakladni
véty aritmetiky plati pro celociselné i raciondlni polynomy i pro Gaussovska celd
¢isla. Polynomy nad télesem i Gaussovska cisla lze délit se zbytkem a plati pro né
Bézoutova rovnost, to ale neni pravda napf. pro celociselné polynomy nebo pro
polynomy vice proménnych. A pro nékterd rozsifeni Z neplati ani Zakladni véta
aritmetiky. V nésledujicth ¢tyfech sekcich se budeme snazit udélat v uvedenych
vlastnostech a ptikladech poradek.

Abychom mohli studovat vSechny zminéné obory naraz, zavadi se obecna struk-
tura nazyvana obor integrity, jejiz axiomy vystihuji zdkladni aritmetické vlastnosti.
Jde o stejny princip, ktery vedl v linearni algebfe k abstraktnimu pojmu télesa a
vektorového prostoru.

Definice. Komutativnim okruhem s jednotkou R rozumime mnozinu R, na které
jsou definovany operace 4+, —, - a konstanty 0 # 1 spliujici pro kazdé a,b,c € R
nasledujici podminky:

a+(b+c)=(a+0d)+e, a+b="b+a, a+0=a,
a+ (—a) =0,
a-(b-c)=(a-b)- ¢ a-b=>b-a, a-1=a,
a-(b+ec)=(a-b)+(a-c).
e Plati-li navic podminka
pokud a,b # 0, pak a-b # 0,

nazyvame R obor integrity.
e Plati-li navic podminka

pro kazdé a # 0 existuje b spliujici a - b =1,

nazyvame R téleso. Znacime b = a 1.

V zapise zpravidla vynechavame zavorky, nasobeni ma vyssi prioritu nez scitani.
Misto a + (—b) piSeme a — b.

V matematice obecné je zvykem uvadét mnozinu axiomt tak kratkou, jak je to
jen mozné; spousta uzitecnych vlastnosti se tak do ni nevejde. Nésledujici tvrzeni
ukazuje nékolik aritmetickych pravidel, které z definice snadno plynou a v dalsim
textu je budeme zcela automaticky pouzivat.

Tvrzeni 3.1. Bud R obor integrity, a,b,c € R. Pak
(1) pokud a+c=b+c, pak a ="b;
) a-0=0;
(3) —(—a)=a, —(a+b)=—-a—b;
) —(a-b)=(—a)-b=a-(-b), (—a)-(—b)=ab.
(5) pokuda-c=b-cac#0, paka=0b;
Diikaz. (1) Je-li a+c = b+-c, pak také (a+c)+(—c) = (b+c)+(—c). Pouzitim axiomi

dostaneme (a+c¢)+(—c) = a+ (¢+(—¢)) = a+0 = a a podobné (b+c)+ (—c) = b,
tedy a = b.
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(2) Pomoci distributivity spoéteme 0 +a-0=a-0=a-(04+0)=a-04+a-0a
kracenim dostavame a - 0 = 0.

(3) Protoze 0 = a + (—a) = —(—a) + (—a), krdcenim dostévame a = —(—a).
Protoze 0 = (a+b)+(—(a+b)) azérovenn 0 = a+(—a)+b+(=b) = (a+b)+(—a—"b),
kracenim dostdvame —(a +b) = —a — b.

(4) Protoze a-b+ (—a)-b=(a+(—-a))-b=0-b=0=a-b+ (—(a-b)),

kracenim dostdvame —(a - b) = (—a) - b. Druhou rovnost dokdzeme analogicky a
uzitim pfedchoziho (—a) - (=b) = —(a- (=b)) = —(—(a-b)) =a - b.

(5) Protoze a-c=b-¢c,plati 0 =a-c—b-c = (a —b) - c. Tedy aspon jeden z
prvki ¢, a — b musi byt 0. Protoze predpokldaddme ¢ # 0, musi byt a — b = 0, tedy
a=b. g

3.2. Priklady oboru integrity.
Piiklad. Cela ¢isla tvoti obor integrity.
Piiklad. Kazdé téleso je oborem integrity.

Drikaz. Kdyby existovaly a,b # 0 takové, ze a-b = 0, pak b = (™! -a) - b =
at-(a-b)=a"1-0=0,spor. O

vvvvvv

¢isla Q, redlné cisla R, komplexni ¢isla C a konecnd télesa Zj,, p prvocislo.

Poznamka. Je-li obor integrity kone¢ny, pak je to téleso. (Speciélné Z,, je oborem
integrity pravé tehdy, kdyz je n prvocislo. Vice o konecnych télesech se dozvite v
posledni kapitole.) Mame-li totiz nenulové a € R, uvaZzujme zobrazeni

farR— R, zw+—a-x.

Podle Tvrzeni 3.1(5) je toto zobrazeni prosté, a protoze jde o zobrazeni na koneéné
mnoziné, podle Lemmatu 1.2 je to bijekce. Inverznim prvkem k prvku a je tedy

fo ().

Dalsi priklady obori integrity mizeme odvodit z jiz znamych obort pomoci
riznych konstrukci. Jednou z nich je tzv. podobor.

Definice. Bud R obor integrity a S jeho podmnoZina takova, ze 0,1 € S a kdykoliv
a,b € S, pak také —a € S, a+b € S aa-be S. Vezmeme-li na této mnoziné
restrikce operaci oboru R, dostaneme také obor integrity (jsou-li vSechny axiomy
splnény na vétsi mnoziné R, pak jisté i na jeji podmnoziné S); takové obory se
nazyvaji podobory oboru R.

Priklad.

e Obor Z je podoborem oboru Q, ktery je podoborem oboru R, ktery je
podoborem oboru C.

e Mnozina {a + bi : a,b € Z} tvoii podobor oboru C. Nazyva se Gaussovskd
celd cisla.

e Mnozina {a + bw : a,b € Z}, kde w = €27/ je komplexni tieti odmocnina
z jedné, tvori podobor oboru C. Nazyva se Eisensteinova celd cisla.

Definice. Bud R podobor oboru S a ay,...,a, € S. Definujeme Ray,...,a,] jako
nejmensi podobor oboru S obsahujici mnozinu R i prvky a4, ..., a,. Tomuto oboru
se Tika rozsireni R o prvky a1,...,an,.
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Vice o podoborech a rozsitenich se dozvite v kapitole o okruzich a télesech.

Priklad.

e Z[i] jsou Gaussovska celd ¢isla, R[i] = C.
e Obecnéji,

ZlVs|={a+b/s:a,beZ} CC

je oborem integrity pro libovolné celé ¢islo s (rozumi se /—1 = 7).
e MizZeme uvazovat i komplikovanéjsi obory, jako napf.

ZIV2,V3| = {a+bV2 + V3 4+dV6 : a,b,c,d € Z}
nebo
Z[/s) = {a + b5+ cVs? s a,b,c € L.
e Obecné
Riu] = {ag + a1u+ ...+ anu” : n € Nyao,...,an, € R}.
Pokud napr. R = Z a u = m, pak jsou tyto prvky pro rtzné koeficienty
rizné.

Rozsiteni oboru celjch ¢isel se objevuji v fadé aplikaci, predevsim v teorii ¢isel.
Ve skriptech jim je vénovana samostatna Sekce 7, kde si mimo jiné ukazeme jejich
vyuziti pfi feseni jistého typu diofantickych rovnic.

Druhou dileZitou konstrukci jsou polynomy a formalni mocninné fady nad da-
nym oborem.

Definice. Polynomem promeénné x nad oborem integrity R rozumime formalni
vyraz
2
ap +ar1x + asx® + ...+ apx”,

nebo zkracené

kde ag,...,a, € R a a, # 0. Prvky ag,...,a, nazyvame koeficienty a symbol x
proménnd. (Implicitné se rozumi se a,, = 0 pro véechna m > n.) Cislo n nazyvame
stupen polynomu, zna¢ime deg f. Prvek a,, se nazyva vedouci koeficient a ay abso-
lutnt ¢len. Polynom se nazyva monicky, pokud je vedouci ¢len 1. Je tieba specidlné
dodefinovat nulovy polynom; pro néj polozime deg0 = —1.

Na mnoziné vSech polynomu definujeme operace predpisy

max(m,n) m m

iaixi + zn:bixi = Z (a; + b))z’ — Zaixi = Z(—ai)xi,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
m n m—+n
(Z a;z’) - (Z bix') = Z ( Z a;by)z’.
i=0 i=0 i=0  jtk=i

Jak si za chvili dokdZeme, dostaneme obor integrity; znac¢ime jej R[z].
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Definice. Formdlni mocninnou tadou promeénné x nad oborem integrity R rozu-
mime formalni vyraz

o0

Z aixi,

i=0

kde ag,ay,... € R; pouzivime podobnou terminologii. Tedy polynom je mocninna
fada, v niZ je jen kone¢né mnoho nenulovych koeficientt. Specidlné 0 = 2, 0x".

(Jde o formdlni vyrazy, nikoliv o funkce nebo soucty! Otézky typu konvergence nés
tedy vibec nezajimaji.)

Na mnoziné vSech forméalnich mocninnych fad definujeme analogicky operace

iaimi + i bz’ = i(ai + bi)fi, - iaixi = Z(—ai)xi,
=0 =0 =0 i=0

) (b =3 (Y e’

i=0 i=0 i=0 jik=i

Jak si nyni dokdzeme, dostaneme obor integrity; znacime jej R[[z]]. Polynomy
ziejmé tvori jeho podobor, protoze soucet i soucin dvou polynoma je opét poly-
nom.

Tvrzeni 3.2. Je-li R obor integrity, pak je R[[z]] také obor integrity.

Dikaz. Ovéfeni vSech rovnosti (tj. kromé posledni vlastnosti) z definice oboru je
¢isté mechanickd prace. Rovnosti pro scitani jsou ocividné, komutativita nasobeni
také, a (- a;z’) - (1 4+ 0+ 0+ ...) déva Fadu >5(3°;, ,—, a;br)a’, kde viechny
b; kromé by jsou nulové, tedy vysledkem je opét > a;x’. Asociativita je obtiz-
ngjsi: mame (3 agat) - (D biat) - (D)) = (D aret) - (D(Des i brea)a’) —
2o k=i ajbrc)z?), a stejné vyjde i analogicky vypocet (3 a;z?) - (3 biz?)) -
(3~ ¢;xt). Distributivita se provéri podobné.

Zajimavéjsi je ditkaz posledni vlastnosti. Bud f = Y a;z° a g = > bz’ dva
nenulové prvky R[[z]] a ozna¢me m,n nejmensi indexy takové, Ze an,,b, # 0.
Uvazujeme-li v soudinu f - g koeficient u ™%, dostavame vyjadieni

Z ajby = aobmin + ...+ @m_1bpp1 + ambn + Amy1ba_1 + ..+ Gmgnbo

j+k=m-+n 0 20 0
Protoze ag = ... = ayp,—1 = 0=10bg = ... = b,_1 a zéroven a,,, b, # 0, vidime, Ze
amby, # 0 a tak je tento koeficient nenulovy. O

Dusledek 3.3. Je-li R obor integrity, pak je Rlx] také obor integrity.
Dikaz. Plyne z toho, Zze R[z] je podoborem oboru R][[z]]. O

Je tieba striktné rozliSovat mezi polynomem f € R[z] jako formélnim vyrazem
(tento se bude zapisovat vyhradné f, bez uvedeni proménné) a jeho hodnotou po
dosazeni néjakého prvku u € R, kterou pro polynom

f=ay+az+...+a2" € R[z]
definujeme predpisem

flu)=ap+au+...+a,u" €R
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(vSechna mocnéni, ndsobeni i séitan{ provadime v oboru R). Napi. je-li f = 22+1 €
Zs[x], pak v oboru Zz mame f(0) = 1, f(1) = f(2) = 2. Pfitom pro polynom
g = 2 + 1 € Z3[x] dostavame stejné hodnoty g(0) = 1, g(1) = g(2) = 2; jsou to
tedy rizné polynomy, které definuji stejné funkce na mnoziné {0,1,2}.

Poznamenejme, Ze pojem ,hodnota mocninné fady“ (ani pojem konvergence
a divergence) nedava pro fadu obord zaddny smysl, protoZze neni jasné, co by se
mélo rozumét nekonecnym souctem. Vzpomente si na definici sumy z analyzy a
uvédomte si, jaké dalsi vlastnosti télesa R, event. C, k ni byly potfeba. Srovnejte
napf. s kone¢nymi télesy Z,,.

Definice. Polynomem v proménnych 1, ..., x, nad oborem integrity R rozumime
formalni vyraz
N
E k kn
akl»--wknmll IR
k1,...,kn=0
kde koeficienty ay, .. %, jsou prvky R. Podobné, formdlni mocninnou vadou v pro-
meénngych 1, ..., T, nad R rozumime formélni vyraz
(oo}
Z k En
akl,__,7kn$11 MR
K1,k =0

Operace na téchto vyrazech definujeme analogicky jako v pripadé jedné pro-
ménné. Polynomy i mocninné fady vice proménnych také tvofi obory integrity,
které znac¢ime R[z1,...,z,], resp. R[[z1,...,2,]]. Toto tvrzeni lze dokazat velmi
snadno pomoci néasledujiciho pozorovani: mocninné fady dvou proménnych vznik-
nou z mocninnjch fad jedné proménné piidanim druhé proménné. Cili dvoji aplikaci
Tvrzeni 3.2 dostaneme, Ze R[[z, y]] = (R[[z]])[[y]] je obor integrity, atd. indukci.

Poznamenejme, Ze se nemusime omezovat pouze na pripad koneéné mnoha pro-
ménnych. Je-li X libovolnd neprazdnd mnozina, definujeme R[X] jako obor vSech
polynomti v koneéné mnoha proménnych, které se vybiraji z mnoziny X.

4. ZAKLADNI POJMY TEORIE DELITELNOSTI

Cil. Ujasnime si, které proky jsou z hlediska délitelnosti neroz-
ligitelné (relace asociovanosti, souvislost s invertibilnimi proky),
coZ nam umozni na relact délitelnosti pohliZet jako na uspordaddni.
Zavedeme nejuétsi spolecny délitel a definujeme analogii k pojmu
prvocisla, tzv. ireducibilni proky.

V celé sekci budeme uvazovat néjaky pevné dany obor integrity R.

4.1. Invertibilni prvky.

Definice. Rekneme, 7e a déli b v oboru R (piSeme a | b), pokud existuje ¢ € R
takové, ze b = ac. Rekneme, 7e prvky a a b jsou asociované (piSeme a || b), pokud
a|bab|a Prvek a se nazyva invertibilni, pokud a || 1, tj. existuje b takové, ze
ab = 1; toto b obvykle zna¢ime a~!. Délitel prvku a se nazyvé vlastni, jestlize neni
asociovany ani s 1, ani s a.

Tvrzeni 4.1. Dva prvky a,b jsou asociované prdvé tehdy, kdyZ existuje invertibilni
prvek q takovy, Ze a = bq.
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Driikaz. (<) Protoze a = bq, plati b | a. Protoze taky b = aq~!, plati a | b.
(=) Protoze b | a, miizeme psit a = bu, a protoze a | b, mizeme psat b = av,
pro néjakd u,v. Tedy a = bu = avu a kracenim dostavame uv =1, ¢éili w,v || 1. O

Priklad.

V télese je kazdy nenulovy prvek invertibilni. Tedy a || b pro kazdé a,b # 0.
e V oboru Z jsou invertibilni pouze prvky +1. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz
a = tb.

V oboru Z[i] jsou invertibilni pouze prvky +1, +i. Tedy a || b pravé tehdy,
kdyz a = +b nebo +ib.

V oboru RJz] jsou invertibiln{ pravé polynomy stupné 0, jejichz ¢len je
invertibilni v oboru R.

Piiklad. Pozor na nésledujici zaludnost!

e 32+6 || x+2 v oboru Q[z], protoze 3z+6 = 3- (v +2) az+2 = 1 - (3z+6);
e 3z +6}f x +2 v oboru Z[z], protoze 3 & Z[x].

4.2. Délitelnost jako usporadani.

Uvazujme na mnoziné R relaci délitelnosti. Je reflexivni: a | a, protoze a = a - 1.
Je tranzitivni, protoze pokud a | ba b | ¢, tj. b = ax a ¢ = by, pak ¢ = a(zy), tj.
a | ¢. Z toho ihned plyne néasledujici pozorovani:

Pozorovani 4.2. Relace || je ekvivalence na mnoZiné R.

K tomu, aby byla relace | usporddani, chybi antisymetrie. Ta téméf nikdy spl-
néna neni, nebot v kazdém oboru plati 1 | —1 a zérovenn —1 | 1. (Vyjimkou jsou
obory charakteristiky 2, kde 1 = —1 — napf. obor Zs[z].) Tuto vadu lze napravit
tak, Ze z kazdého bloku ekvivalence || na mnoziné R vybereme po jednom zdstupci.
Oznacime-li mnozinu takto vybranych prvki R, pak (R,|) je usporfddanou mnozi-
nou.

Volbu mnoziny R mtizeme provést mnoha zptisoby. V nékterjch oborech vsak
existuje prirozeny vybér, proto se zavadéji nasledujici konvence:

Priklad.

V télese T m4 ekvivalence || pouze dva bloky: {0} a T ~ {0}.

V oboru Z z dvou asociovanych ¢&isel vybereme to nezdporné, tj. Z = NU{0}.
V oboru Z[i] ze ¢tyfech asociovanych ¢isel vybereme to a + bi, kde a > 0,
b > 0 (resp. nulu ve svém bloku).

V oboru Z[z] z dvou asociovanych polynomt vybereme ten s nezdpornym
vedoucim koeficientem (resp. nulovy polynom ve svém bloku).

V oboru T[z], T téleso, volime z navzajem asociovanych polynomt ten
monicky (resp. nulovy polynom ve svém bloku).

4.3. Nejvétsi spoleény délitel.

Definice. Rekneme, 7e ¢ = NSD(a, b) (nejuétsi spolecny délitel), pokud
(1) ¢c|aac]|b(tj. cje spoleény délitel);
(2) kdykoliv d | a a d|b, pak d | ¢ (tj. ¢ je nejvétsi).

Rekneme, Ze ¢ = NSN(a, b) (nejmensi spolecny ndsobek), pokud

¢-NSD(a,b) =a-b.
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NSD a NSN neni uréen jednoznaéné (pokud viibec existuje, pro danou dvojici
prvki). Napriklad,

e v oboru Z plati NSD(4,10) = 2, ale také NSD(4,10) = —2,
e v oboru Q[z] plati NSD(2? + 2z + 1,22 — 1) = 2 — 1, ale také NSD(z2 +
2z + 1,22 — 1) = —5x + 5.

Na druhou stranu, pokud NSD(a,b) = ¢ a NSD(a,b) = d, pak c i d jsou spole¢ni
délitelé a, b, a tedy c | d a zaroven d | c. Cili NSD a NSN jsou uréené jednoznacné
aZ na asociovanost.

Operatory NSD a NSN se obvykle pouzivaji ve vyznamu funkce dvou parametru.
Jednoznacnosti 1ze dosdhnout trikem popsanym v pfedchozim odstavci: méme-li
danu mnozinu R, pak definujeme hodnotu NSD(a, b) jako to jediné ¢ € R splitujici
NSD(a, b) = ¢. Pro predstavu je Sikovné mit na paméti, ze

NSD(a,b) = inf{a, b} a NSN(a, b) = sup{a, b},
kde sup a inf se rozumi v uspofddané mnoziné (R, |).

Na zévér poznamenejme, ze v nékterych oborech NSD a NSN nemusi pro danou
dvojici prvki viibec existovat. Uvazujme obor Z[v/5] a prvky 4 a 2 + 2v/5. D4 se
dokézat, ze ¢isla 2 a 14 /5 jsou mazimdinimi spoleénymi déliteli obou prvki, tedy
zadny nejvétsi spoleny délitel neexistuje. Tento fakt je snadnym dusledkem teorie
v Sekci 7.

4.4. Ireducibilni prvky.

Definice. Neinvertibilni prvek a se nazyva ireducibilni, pokud nem4 vlastni délitele.
Jinymi slovy, pokud pro kazdy rozklad a = be plati b || 1 nebo ¢ || 1.

Priklad.

V télesech zadné ireducibilni prvky nejsou.
V oboru Z jsou ireducibilni pravé prvocisla a ¢isla tvaru —p, p prvocislo.
V oboru Z[i] jsou ireducibilni nasledujici prvky:

— a+ 0¢ pravé tehdy, kdyZ je a prvocislo a a = 3 (mod 4);

— a4+ bi, b# 0, pravé tehdy, kdyz a® + b2 je prvodéislo.
V oboru C[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1.
V oboru R[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1 a ty polynomy
stupné 2, které nemaji redlny koten.

Piiklad. V tabulce jsou uvedeny rozklady polynomt na souéin ireducibilnich v
riznych oborech:

z®+1 2% +2 z? =2 ot + 227 41
Z[z) ireducibilni 2. (22 +1) ireducibilni (22 +1)2
Qlx] ireducibilni ireducibilni ireducibilni (22 +1)2
R[x] ireducibiln{ ireducibilni (z —V2)(z +V?2) (x2 +1)2
Cla] | (z—i)(w+1d) | 2z —2i)(x+i) | (¢-V2(z+V2) | (z—1)?(x+i)?
(Z[iD)[z] | (x =) (z+1) * ireducibilni (x — i) (z +1)?

* Chybéjicim polynomem je (1 —)(1+4)(z —i)(z + i) — pozor na rozklad dvojky,
kterd neni v Z[i] ireducibilni!
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5. GAUSSOVSKE OBORY

Cil. Budeme zkoumat obory, ve kterych plati analogie Zdkladni
véty aritmetiky. UkdZeme, jak tato vlastnost souvisi s existenci
nejvétsich spolecnych déliteld.

Definice. Obor integrity se nazyva Gaussovsky, pokud méa kazdy neinvertibilni
nenulovy prvek jednozna¢ny rozklad na ireducibilni ¢initele.

Rozkladem prvku a na ireducibilni cinitele rozumime zapis a = by by -... by, kde
b1,...,b, jsou ireducibilni prvky. Jednoznacnosti rozkladu prvku a pak rozumime
jednoznacnost aZ na poradi a asociovanost, neboli nasledujici vlastnost: jsou-li a =
by -by-... b, =c1-Cy- ... cy dva ireducibilni rozklady prvku a, pak m = n a
existuje permutace indexti 7 takova, Ze b; || c(;) pro kazdé i.

(Definice jednoznac¢nosti je motivovana nésledujicim pozorovanim: v oboru Z
mizeme psat 6 = 2-3 = 32 = (=2) - (—3). Formélné vzato, jde o tii rizné
rozklady. Ptesto je rozumné je povazovat za ,stejné“: 1isi se pouze poradim a volbou
z navzajem asociovanych prvki.)

Piiklad. Rada obort integrity je Gaussovskych:

e Télesa jsou Gaussovské obory; podminka z definice je prazdna.

e Obor Z je Gaussovsky, jak fikd Zakladni véta aritmetiky 2.1.

e Obor Z[i] je Gaussovsky, jak bude dokdzano pozdéji.
Obecnéji, nékteré obory Z[y/s] jsou Gaussovské, napt. pro s = —1,+2,3,
nékteré ne, napt. pro s = —3, 5.

o (Gaussova véta) Je-li R Gaussovsky obor, pak je Rlx1,...,z,] také Gaus-
sovsky obor.

Piiklad. Obor Z[v/5] neni Gaussovsky — prvek 4 ma dva riizné rozklady na ire-
ducibilni ¢initele:

4=2.2=W5-1)(V5+1).
Je ziejmé, ze prvky 2 a /5 £ 1 jsou navzajem neasociované, protoze viechny prvky
délitelné 2 maji sudé koeficienty. Fakt, Ze jsou tyto tii prvky skute¢né ireducibilni,
neni oc¢ividny, ale je opét snadnym diusledkem teorie v Sekci 7.

To, ze nasim protipfikladem na existenci NSD i jednoznac¢nost rozklada byl v
obou pi¥ipadech obor Z[v/5], neni ndhoda. Obé vlastnosti spolu totiz t&sné souviseji.
7 existence a jednoznac¢nosti rozklada plyne existence NSD, a za jistych predpo-
klada plati i opak. Této souvislosti je vénovan zbytek sekce.

Pro praci s Gaussovskymi obory je stéZzejni nasledujici pozorovani o tom, jak
vypadaji délitelé daného prvku.

Tvrzeni 5.1. Bud R Gaussovskij obor, a € R a méjme rozklad
a:a]fln..-aﬁ"

na ireducibilni cinitele, pricemz a; }f aj pro i # j. Pak b | a prdve tehdy, kdyZ
bllab-... -aln

pro néjaka 0 < I; < k;.
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Diikaz. Jedna implikace je snadna: ziejmé alt -...-alr | a¥ - ... - ak», nebot a ||
b-(a¥~h ... . akr—ln). Jak dokézat opacnou implikaci? Necht b | a = a¥* - ... akn.
Tedy a = b - ¢ pro néjaké ¢ € R a oznacme
b=by-...-b, a c=cy-... ¢
ireducibilni rozklady prvka b, c. Pak
a:a’fl -...-afl” =by-...-bpcp-... -y

jsou dva rozklady prvku a, a tedy z jednoznac¢nosti plyne, ze ke kazdému i =1,...,r
existuje j takové, ze b; || a;, pfi¢emz pro kazdé j = 1,...,n existuje nejvyse k;
indext ¢ takovych, ze b; || a;. Z toho vyplyva, ze b || all1 -...-al pro néjaka
0<l; <k;. O

Snadnym disledkem je, ze v Gaussovskych oborech plati analogie Lemmatu 2.4,
které tvotilo klicovy krok diikazu Zakladni véty aritmetiky.

Tvrzeni 5.2. Bud R Gaussovsky obor a p € R ireducibilni prvek. Plati-lip | a-b,
pak p | a nebo p | b.

Ideu diikazu predvedeme na pifkladé: pokud p | 14-12 = 2-7-2%2. 3 pak p je
bud 2 (pak p |14 i p | 12), nebo 3 (pak p | 12), nebo 7 (pak p | 14).

Dikaz. Oznatme a =aq ... @, ab="5y-...-b, ireducibilni rozklady prvka a, b.
Protoze

plar ... am-b1-... by,
musi p mit podle Tvrzeni 5.1 rozklad, ktery obsahuje nékteré z prvki aq,... am,
b1,...,b,. Protoze je p ireducibilni, musi byt p || a; nebo p || b; pro n&jaké i. V
prvnim p¥ipadé p | a, v druhém p | b. ([l

Poznamka. Prvek p spliujici implikaci
pla-b =planebop|b

se nazyva prvocinitel. Pravé jsme dokazali, ze v Gaussovskych oborech jsou iredu-
cibilni prvky prvocinitelé, obecné to vsSak neplati: napf. v oboru Z[\/g] je 2 ire-
ducibilni, aviak 2 | (v/5 — 1)(v/5 + 1) a zéroven 2 { (v/5 & 1). Déle si viimnéte,
ze prvocinitelé jsou vzdy ireducibilni: kdybychom méli rozklad p = ab, pak ziejmé
a|pab|p,aprotoze p | p = ab, z pfedpokladu, Ze p je prvoécinitel, plyne p | a
nebo p | b; tedy a || p nebo b || p, ¢ili jde o trividlni rozklad. (Tedy v Gaussovskych
oborech oba pojmy splyvaji.)

Jingm snadnym dusledkem Tvrzeni 5.1 je existence nejvétsich spole¢nych déli-
teld.

Tvrzeni 5.3. V Gaussovskych oborech existuje NSD vsech dvojic prvkii.

Ideu diikazu predvedeme na piikladé: NSD(540,336) = NSD(22-3%.5,2%.3.7) =
NSD(22-33 - 51. 70, 24.31 .50 .71) = 92.31.50.70 = 12,

Dikaz. Bud

kn
n

l

3

all o a bl
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ireducibilni rozklady prvki a,b, pfi¢emz predpokladame c¢; }f ¢; pro i # j. (Uve-
domte si, ze rozklady mizeme zvolit v této specialni formé, tj. se stejnymi ireduci-
bilnimi prvky: do rozkladu pfipadné doplnime ¢initele v nulté mocniné.) Polozme

c= crlnin(kl’ll) oo cin(Rnsln)
a ukazme, ze NSD(a,b) = c. Z Tvrzeni 5.1 plyne, Ze d je spolecny délitel a,b pravé
tehdy, kdyz d || ¢]* - ... - ci» pro né&jakd r1,...,r, > 0 spliiujici zdroveni r; < k; a
r; < l; pro vSechna i. Je zfejmé, Ze nejvétsi (vzhledem k délitelnosti) je takové d,
kde ri = min(ki, ll) U

Tim se dostavame k slibované souvislosti ireducibilnich rozkladi a existence
NSD. Uz vime, ze v Gaussovskych oborech NSD existuji. K tomu, abychom dokéa-
zali Gaussovskost pomoci existence NSD chybi jedna dulezita véc: néjaka analogie
indukce. Tu neni mozné aplikovat pfimocare, nebot obory integrity obecné nejsou
dobie usporadané. Pomiizeme si podminkou, ze zadny prvek ,nelze délit do neko-
necna’.

Véta 5.4. Bud R obor integrity. Pak R je Gaussovsky prdvé tehdy, kdyZ

(1) ezistuje NSD wvsech dvojic prvki;
(2) neezistuje posloupnost ay,as,as, ... € R takovd, Ze ajy1 | a; a a; fa;41.

K dtikazu se nam bude jesté jednou hodit analogie Lemmatu 2.4: tentokrat doké-
zana za predpokladu existence NSD. ProtoZze obecné nemame k dispozici Bézoutovu
rovnost, budeme muset postupovat obezfetnéji nez v dikaze zminéného lemmatu
v Sekeci 2.

Lemma 5.5. Bud R obor integrity a a,b,c € R takové, Ze existuje NSD(a,b) i
NSD(ac, be). Pak
NSD(ac, bc) = ¢ - NSD(a, b).

Dikaz. Vzhledem k tomu, ze NSD je definovan aZ na asociovanost, stac¢i dokazat,
Ze levé strana rovnosti déli pravou a naopak. Ozna¢me u = NSD(ac, bc).

Nejprve dokazeme, Ze u | ¢ - NSD(a,b). ProtoZe u | ac, existuje x s vlastnosti
ac = uz. Protoze u | be, existuje y s vlastnosti bec = uy. Protoze c je spoleény délitel
ac, be, plati ¢ | u, a tedy existuje z s vlastnosti v = cz. Dostdvame ac = czx a
bc = czy a kracenim ziskdme vztahy a = zx a b = zy. Tedy z je spoleény délitel
a, b, tedy z déli NSD(a, b), a tudiz u = ¢z | ¢- NSD(a, b).

Naopak, protoze NSD(a,b) déli a i b, tak ¢ - NSD(a, b) déli ac i be, a tudiZz musi
délit i jejich nejvétsiho spolec¢ného délitele. (I
Lemma 5.6. Predpoklddejme, Ze v oboru R existuji NSD vsech dvojic prvki a bud
p € R ireducibilni prvek. Plati-lip |a-b, pak p|a nebop | b.

Diikaz. Predpokladejme, ze p t a. Pak NSD(a,p) = 1, protoZe je p ireducibilni, a
tedy podle Lemmatu 5.5

NSD(pb, ab) = b - NSD(p, a) = b.
Ovsem p je spolecnym délitelem pb a ab, tedy p | NSD(pb, ab) = b. O
Dikaz Véty 5.4. (=) Pfedpokladejme, Ze je obor R Gaussovsky. Podminka (1) byla

dokézana v Tvrzeni 5.3, zbyva ovétit (2). Pro spor pfedpokladdejme existenci takové

posloupnosti a ozna¢me

(1) 4.(1) (1)
k k. k
ap = by b by
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ireducibilni rozklad prvku a;. ProtoZe a; | a; pro v8echna i = 2,3, ..., podle Tvrzeni
5.1
(D) () ()
a; || b b5 b
pro néjaka kjy), cee kff), pricemz

Y > 3 > 53 >

ED > (2 > 6 >

n — N

ProtoZe a;1+1 # a;, musi pro kazdé i existovat j takové, Ze k‘;l) > k§-2+1). Tedy
soucet exponentii k‘%i) + -+ kY s rostoucim i ostie klesa. Protoze je tento soucet
nezaporné celé ¢islo, nemiiZze se snizovat do nekonec¢na. Spor.

(<) Opét provedeme ve dvou krocich. Zaéneme ditkazem, ze kazdy prvek ma
ireducibilni rozklad, a poté ukizeme, ze jsou tyto rozklady jednoznac¢né.

Pro spor predpoklddejme, Ze néjaky prvek a nema ireducibilni rozklad, 0 # a }f 1.
Indukci zkonstruujeme posloupnost, kterd protife¢i bodu (2).

(i) Polozme a; = a. Tedy a1 }f 1 a nem4 ireducibilni rozklad.

(ii) Pfedpokléddejme, Ze a; }f 1 a nem4 ireducibilni rozklad. Specidlnég, prvek a;
neni sdm ireducibilni, a tedy a; = b- ¢ pro n&jaka b,c }f 1. Kdyby b i ¢ mély
ireducibilni rozklad, pak by ho mél i a;, takZe aspon jedno z nich, necht
je to tieba b, ireducibilni rozklad nema. Polozme a;11 = b. Tedy a;+1 je
vlastni délitel a; a nemé ireducibilni rozklad.

v vr

Tato posloupnost aq, ag, ... protifeéi predpokladu (2), tedy kazdy prvek musi mit
ireducibilni rozklad.

Na zavér dokazeme jednoznacnost rozkladu. Pro spor predpokladejme, ze nékteré
prvky nemaji jednoznacény rozklad na ireducibilni ¢initele; mezi nimi zvolme takové
a, jehoz rozklad je nejkratsi. Ozna¢me tento nejkratsi rozklad a; -. . .- a, a uvazujme
néjaky jiny rozklad by -. . .-b,, téhoz prvku. Protoze je a; ireducibilni, podle Lemmatu
5.6 musi a; délit nékteré b;. Protoze jsou vSechna b; ireducibilni a a; J 1, mame
ay || bi. Pak ale ' = as ... ap || b1 -...bi—1 - bix1 - ... by je prvek s kratsim
nejednoznaénym rozkladem, spor. O

Srovnejte dikaz (<) s dikazem Zakladni véty aritmetiky!

Na Vétu 5.4 1ze pohlizet jako na charakterizaci Gaussovskosti pomoci termini
uspotadani: obor R je Gaussovsky pravé tehdy, kdyZ je uspofadand mnozina (R, |)
svaz a zaroveil v ni neexistuje nekonecny ostte klesajici fetézec.

6. EUKLEIDOVSKE OBORY

Cil. Budeme se zabyvat obory, ve kterych, zjednodusené receno,
lze délit se zbytkem. Délitelnost se pak chovad hezky: NSD je mozné
pocitat pomoci Eukleidova algoritmu, plati Bézoutova rovnost, a
tudiz jde o Gaussovské obory. Druhd cdst sekce popisuje metodu,
jak dokdzat, Ze dany obor neni Eukleidovsky. Definujeme tzv. ide-
aly a podivame se na obory, v nichZ je kazdy idedl hlavni.
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6.1. Eukleiduv algoritmus.

Definice. FEukleidovskou normou na oboru R rozumime zobrazeni
v:R—NU{0}
splitujici
(0) v(0) =0;
(1) pokud a | b # 0, pak v(a) < v(b);
(2) pro v8echna a,b € R, b # 0, existuji ¢, € R takova, ze

a=bg+r a v(r)<uvb).
Obor R se nazyva Fukleidovsky, pokud na ném existuje Eukleidovska norma.

Eukleidovska norma ndm umoznuje ,méfit“ prvky daného oboru s ohledem na
jejich délitelnost. Podminka (2) ¥ika, Ze pro kazdou dvojici a, b # 0 existuje ,,podil“
q a ,zbytek® r (bez naroku na jejich jednozna¢nost!), pfi¢emz zbytek je mensi nez
prvek, kterym délime.

Piiklad. Rada Gaussovskyjch obori je také Eukleidovska:

e Télesa jsou Eukleidovské obory. Eukleidovskou normou je napt. v(0) =0 a
v(a) = 1 pro vSechna a # 0.

e Obor Z je Eukleidovsky. Normou je absolutni hodnota, tj. v(a) = |a|.

e Obor Z[i] (Gaussovska cela ¢isla) je Eukleidovsky. Normou je v(z) = |z|?,
jak bude dokazano pozdéji (Tvrzeni 7.2).
Obecnéji, nékteré obory Z[y/s] jsou Eukleidovské, napf. pro s = —1,+2, 3,
nékteré ne, napt. pro s = —3,5. V uvedenych pfipadech je normou

v(a +bys) = |a® — sb?|.

e Obor Z[w] (Eisensteinova cela ¢isla), kde w = €2>7/3 je komplexni tteti
odmocnina z jedné, je Eukleidovsky. Normou je v(z) = |2|?.
e Obor T|z] je Eukleidovsky pro libovolné téleso T. Normou je

v(f)=1+deg /.

(Pro¢ ne pouze deg f? Protoze 0 musi byt jediny prvek s normou 0).

Priklad. Ne kazdy Gaussovsky obor je Eukleidovsky: napf. obor Z[x] nebo obory
polynomt vice proménnych.

Vsimnéte si, ze zobrazeni f +— 1+ deg f neni Eukleidovskou normou pro obor
Z[z]: napf. pro polynomy 3z a 2z neexistuji ¢, € Z[z] spligjici 3z = ¢ - 22 +r
a degr = 0 — jedinym FeSenim by bylo ¢ = 3 ¢ Z[z]. Pozor, toto neni dikaz
faktu, Ze obor Z[z] neni Eukleidovsky! Bylo by tfeba dokazat, Ze jakékoliv zobrazeni
Z[z] — NU{0} nesplituje podminky Eukleidovské normy. P¥imy ditkaz by byl zfejmé
slozity, v zavéru sekce vsak uvidime trik, ktery dlohu ¢ini snadnou: viz Véta 6.4.

Délitelnost se v Eukleidovskych oborech chova hezky: NSD je mozné pocitat
pomoci Eukleidova algoritmu, plati Bézoutova rovnost a pomoci Véty 5.4 dokazeme
také existenci a jednoznacnost ireducibilnich rozkladt.

Eukleiduv algoritmus. Bud R Eukleidovsky obor.
e VSTUP: a,b € R, v(a) > v(b).
e VYSTUP: NSD(a,b) a u,v € R splitujici NSD(a,b) =u-a+ v - b.
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e agg=a, uy=1, wvg=0.
ap=0b, u =0, vy =1.
Qg1 =T, Uiyl = Ui—1 —Uiq, Vip1 = Vi1 — Viq, kde g, zvolime tak, aby
ai—1 =a;q+1r a vir) <v(a).

Pokud a;4+1 = 0, odpovéz a;, u;, v;.
?
Véta 6.1. FEukleidiv algoritmus nalezene v Fukleidovském oboru R pro jakykoliv
vstup a,b € R hodnotu NSD(a,b) a néjakd u,v € R spliugjici
NSD(a,b) =u-a+wv-b.
Diikaz. Vzhledem k tomu, ze v(ag) > v(ay) > v(az) > v(az) > ... > 0, algoritmus
se musi po konené mnoha krocich zastavit; oznacme K ¢islo kroku, ve kterém se
tak stane. Je tfeba dokazat, ze
NSD(a,b) = ax = uk - a + vk - b.

Vzhledem k tomu, Ze NSD(ag,0) = ak, sta¢l dokézat, ze NSD dvou po sobé
jdoucich prvkt posloupnosti ag, ai,...,ax se neméni, tj. ze

(1) pro kazdé i =1,..., K plati NSD(a;_1,a;) = NSD(a;, ait+1);

(2) pro kazdé i =0, ..., K plati a; = u; - a+v; - b.
ODbé tvrzeni plynou z vyjadieni

ai—1 = a;q + ai41.

Pro dikaz (1) si sta¢i uvédomit, ze dvojice a;_1,a; ma stejné spolecné délitele jako
dvojice a;,a;+1 (jde o analogii Lemmatu 2.2). Indukci ovéfime (2). Pro i = 0,1
vyrok ziejmé plati. Dale, pfedpokladame-li a;—1 = u;—1a + v;—1b a a; = u;a + v;b,
pak

@iy1 = ai—1 — 0;q = (ui—10 + v;_1b) — (u;a + v;b) - q

(ui,1 — ’U,Zq) -a+ ('Ui,1 - ’Uiq) -b= Ui+1Q + Ui+1b.

(]
Lemma 6.2. Bud R Eukleidovsky obor a a,b € R, a,b# 0.
(1) Pokud a || b, pak v(a) =v(b).
(2) Pokuda|babta, pakv(a) <v(b).
Poznamenejme, ze implikace v(a) = v(b) = a || b neplati: napf. v oborech

polynomu jsou jisté neasociované polynomy stejného stupné!
Diikaz. (1) Je-lia || b, tedy a | b ab| a, pak v(a) < v(b) < v(a), tedy v(a) = v(b).
(2) Jisté v(a) < v(b), pro spor tedy predpokladejme, ze v(a) = v(b). Napisme
e b= au pro néjaké u € R,
e a =bq+r pro néjakd ¢,r € R, v(r) < v(b) = v(a).
ProtoZe b1 a, mame r # 0. Dosazenim ziskdme vyjadieni r = a — bg = a — auq =

a(1l — uq). Z toho plyne, Ze a | r, tedy v(a) < v(r), spor. a

Dusledek 6.3. FEukleidovske obory jsou Gaussovske.
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Dikaz. Podle Véty 5.4 sta¢i dokazat, ze v Eukleidovskych oborech existuji NSD
a neexistuji nekonecné posloupnosti vlastnich délitelt. Prvni fakt jsme dokazali ve
Vété 6.1 a druhy plyne bezprostfedné z bodu (2) predeslého lemmatu: v takové
posloupnosti by ostie klesala norma, coz nejde. ([

6.2. Hlavni idealy.

Uéelem tohoto odstavce je predeviim piedvést metodu dikazu, ze dany obor R
neni Eukleidovsky: dokazeme, ze v Eukleidovskych oborech je kazdy ideal hlavni.
Diky tomu misto dikazu, ze Zddné zobrazeni nespliuje podminky na Eukleidovskou
normu, sta¢i v R najit néjeky ideal, ktery neni hlavni.

Definice. Idedlem v oboru R rozumime libovolnou podmnozinu I C R takovou,
ze 0 € I a kdykoliva,be I auec R, paktaké —acl,a+belaa-uecl.

Piikladem jsou mnoziny nZ = {nz: z € Z} = {u € Z : n | u} v oboru Z. (Zadné
jiné ideély v oboru Z nejsou, jak plyne z Véty 6.4.) Tento ptiklad lze zobecnit:

Definice. Hlavnim idedlem v oboru R rozumime podmnoZzinu
aR={ar:re R} ={u€R:a|u},
pro libovolné a € R.

Je ziejmé, ze jde skutecné o idedl: 0 je délitelnd ¢imkoliv, soucet i rozdil dvou
prvki délitelnych a je délitelny a a stejné tak libovolny nasobek. Napt. OR = {0}
a 1R = R jsou idealy v kazdém oboru.

Hlavni idealy hraji v teorii délitelnosti dilezitou roli z néasledujiciho dévodu:

e a | b pravé tehdy, kdyz bR C aR;
e a || b pravé tehdy, kdyZz aR = bR.

(Dokazte si toto snadné pozorovani sami!)
Véta 6.4. V Eukleidovskych oborech je kazdy idedl hlavni.

Diikaz. Bud I idedl v Eukleidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = OR. V
opacném pripadé oznacme a takovy prvek idedlu I, ktery ma nejmensi nenulovou
Eukleidovskou normu (libovolny z nich, je-li jich vice). DokdZeme, ze I = aR.
Ziejmé aR C I, pro spor tedy predpokladejme, ze existuje né€jaky prvek b € I\ aR.
Zvolme g, r splitujici b = ag + r a v(r) < v(a). Samoziejmé r # 0, protoZe b neni
délitelné a, a tedy 0 < v(r) < v(a). OvSem

r=_bb — aq €1,
~

~—
el cl
coz je spor s vybérem a jako prvku I s nejmensi kladnou normou. O

Hlavni idedl aR, ktery obsahuje dva nesoudélné prvky b, c, je roven celému R:
protoze b,c € aR, tj. a | bia | ¢, musi byt a || 1, z éehoz plyne aR = R. Toto
pozorovani lze snadno pouzit k hledani idealt, které nejsou hlavni.

Priklad. Ukazeme, Ze obor Z[z] neni Eukleidovsky. Uvazujme mnozinu
I={f€Zx]: f(0) je sudé} C Z[x].

Je vidét, ze jde o ideal. Pfitom I obsahuje polynomy 2 a x, které jsou nesoudélné,
nemiuZe tedy byt hlavni. Z Véty 6.4 dostavame, Ze Z[x] neni Eukleidovsky obor.
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Priklad. Ukdzeme, Zze obor R[z1,..., 2] (kde R je libovolny obor a k > 1) neni
Eukleidovsky. Uvazujme mnozinu

I:{fER[l‘l,...,.rk]:f(o,...,O)ZO}CR[$1,...,1‘;¢J.

Je vidét, ze jde o idedl. Pfitom I obsahuje polynomy z; a x2, které jsou nesoudélné,
nemtize tedy byt hlavni. Z Véty 6.4 dostdvame, ze Rz, ..., z;] neni Eukleidovsky
obor.

Definice. Rekneme, Zze R je obor integrity hlavnich idedli, pokud je v R kazdy
ideél hlavni.

Cili pravé jsme dokazali, ze Eukleidovské obory jsou obory integrity hlavnich
idealt. Opacna implikace neplati, ale vymyslet néjaky protiptiklad neni snadné:
mozné nejjednodussim prikladem je obor Z[HZJ]. Diikaz tohoto faktu je vSak
pomérné obtizny.

Obory integrity hlavnich ideali jsou velmi zajimavym predmétem studia samy
0 sobé, my se vSak jimi hloubéji zabyvat nebudeme. Jedinou ukazkou za vSechny
nam budiz néasledujici véta, ktera zarazuje tuto tiidu do hierarchie obori z hlediska
délitelnosti.

Véta 6.5. Obory integrity hlavnich idedli jsou Gaussovské.

Diikaz. Bud R obor integrity hlavnich idealt. Podle Véty 5.4 stac¢i dokézat, ze
v R (1) existuji NSD a (2) neexistuji nekoneéné posloupnosti vlastnich délitela.
Pfipometime, Ze pro libovolné u,v plati u | v < vR C uR.

(1) Zvolme a,b € R a ozna¢me I nejmensi ideédl obsahujici mnozinu aR U bR.
Existuje tedy ¢ € R takové, Ze I = cR. Protoze aR C cR, méme c | a, a analogicky
b | a. P¥itom pokud je d spoleénym délitelem a, b, pak aR C dR a bR C dR, tedy
cRCdR ad|c. Cili c =NSD(a,b).

(2) Pro spor predpoklddejme, Ze v R existuje nekoneéna posloupnost vlastnich
délitela ai,as, ... (tj ;41 | a; a a; J[ Cli+1). Pak a1R C aoR C asR C ... a
a1R # asR # azR # ... Oznaéme I = J;2, a;R. Tato mnozina také tvori ideal
(dokaze se podle vzoru Tvrzeni 11.2), takze I = bR pro néjaké b € I. OvSem protoze
bel= Ufil a; R, existuje i takové, ze b € a;R. Pak ale bR =a;R=a; 11 R= ...,
Spor. U

Podobné lze pro obory hlavnich ideali dokazat dalsi vlastnosti, napf. Bézoutovu
rovnost: neni tézké nahlédnout, Ze nejmensi idedl obsahujici mnozinu aR U bR je
idedl aR + bR (viz téz Tvrzeni 19.3), a protoZe tento idedl obsahuje NSD(a,b),
dostavdme NSD(a, b) = au + bv pro néjaké u,v € R.

SHRNUTI

V predchozim textu jsme dokézali nasledujici hierarchii obort integrity:
Eukleidovsky obor = OIHI = Gaussovsky obor

Neékteré vlastnosti téchto t¥id jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

ired. rozklady | ex. NSD | Bézout. rovnost | Eukleidiv alg.

Eukleidovské Véta 6.3 Véta 6.1 Véta 6.1 Véta 6.1
OIHI Véta 6.5 Véta 6.5 ano NE
Gaussovské definice Véta 5.3 NE NE

obecné obory NE NE NE NE
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A na zavér par priklada:
Eukleidovské | télesa, Z, T[z] (T téleso), Z[i], Z[v/2], Z[iV/2]
OTHI, ne Ekleidovské | Z[1+2/19]
Gaussovské, ne OIHI | Z[z], R[z,y,...] (R Gaussovsky)
negaussovské | Z[v/5], Z[iv/3]

Rozsifenim celych cisel a oboriim polynomt se budeme vénovat podrobnéji v na-
sledujicich dvou sekcich.

7. * ROzSIRENI CELYCH CGIiSEL

Cil. Teorii pfedchozich dvou sekci aplikujeme na obory Z[\/s].
Zvlastni pozornost bude vénovdana Gaussovskym celym cislim.

Mezi nejdiilezitéjsi rozsiteni oboru celych cisel patii tzv. kvadratickd rozsivent,
tj. obory typu Z[y/s]. Pro nékterd s se délitelnost chova p&kné (jsou to dokonce
Eukleidovské obory), pro nékterd naopak velmi Spatné (nejsou ani Gaussovské).

V této sekci se soustfedime vyhradné na kvadratickéd rozsiteni, pro obecnéjsi te-

orii doporucujeme libovolnou knihu o algebraické teorii ¢isel. Zakladnim nastrojem
k Teseni 1loh tykajicich se délitelnosti je norma.

7.1. Obory Z[/s].
V tomto odstavci bude s znacit ¢islo, jez neni délitelné druhou mocninou zadného
prvodisla, a v zobrazeni

v:Z[\s] = NU{0}, a+by/s — |a® — sb?|.

Je dobré mit na paméti, Ze pro s < 0 je v(u) = |u|? (obycejna absolutni hodnota
komplexniho ¢isla), diky ¢emuz se d4 ¢asto aplikovat geometricky nahled na situaci.

Tvrzeni 7.1. Pro kaZdd u,v € Z[\/s] plati
(1) v(u-v) =wv(u) v(v),

(2) v(u) =1 < wu je invertibilni.
Diikaz. (1) Ozna¢me u = a + by/s a v = ¢+ dy/s. Pak
v(u-v) = v((ac + sbd) + (ad + bc)/s)
= |a%c? + 2sabcd + s*b2d* — s(a®d® + 2abed + b2 c?)|
= |a®c® 4 $2b2d? — sa’d® — sb>c?)|
= |a® — sb?| - |* — sd?| = v(u) - v(v).
(2) Pokud v(a + by/s) = |a® — sb?| = 1, pak a? — sb? = (a — b\/s)(a +by/s) = +1, a

tedy a + by/s || 1. Opacéna implikace plyne z (1): je-li u || 1, tj. existuje v takové, ze
wv =1, pak 1 =v(1) = v(w) = v(u)r(v), a tedy v(u) = v(v) = 1. O

Pfiklad. Podminku (2) lze s Gspé&chem vyuzit pro hledani invertibilnich prvki.
e V oboru Z[i] mame v(a + bi) = a® + b2, tedy
viu)=1 & u==1,u= =i
e V oboru Z[iv/2] méme v(a + bi) = a? + 2b%, tedy
viu)=1 & u==l1.
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e V oboru Z[v/2] mame v(a + bi) = |a® — 2b%|. ReSenim rovnice v(u) = 1 je
napf. &1, ale také £14+/2, 3 £21/2, atd. Je vidét, Ze existuje nekoneéné
mnoho invertibilnich prvki, napi. (1 + v/2)™ pro libovolné n.

Podminka (1) fikd, Zze pokud u | v, pak v(u) | v(v). Navic, pokud je u vlastni
deélitel, pak 1 # v(u) # v(v). Tyto vlastnosti lze s Gspéchem vyuzit pro hledani
ireducibilnich rozkladi. Jednak, je-li v(u) prvodéislo, pak je u zaruéené ireducibilni.
Opacné implikace neplati, napf. v Z[i] je prvek 3 ireducibilni, ackoliv m4 normu 9.
Uvedena vlastnost vsak pomaha k nalezni délitele ¢i k dikazu ireducibility: napf.
pro zminény prvek 3 v Z[i], pokud by existoval netrividlni rozklad, pak jediné na
dva prvky normy 3; prvky normy 3 ale v Z[i] nejsou.

Piiklad. Dokonéime diikaz zapocaty v Sekci 5, Ze Z[\/g] neni Gaussovsky obor.
Zbyva dokazat, ze prvky 2 a +1 4 /5 jsou ireducibilni v oboru Z[v/5]. Protoze je
jejich norma rovna 4, netriviadlni rozklad by nutné byl na soucin dvou prvkd normy
2. V oboru Z[\/g} ovem #adné prvky s normou 2 nejsou: je-li u = a + bv/5 a a,b
maji opa¢nou paritu, pak je v(u) liché, a maji-li stejnou paritu, pak je v(u) délitelné
4.

7.2. Gaussovska cela ¢isla.
Pro nékteré obory Z[4/s] je uvedené zobrazeni v Eukleidovskou normou. Ukazeme
tento fakt pro Gaussovska cela cisla.

Tvrzeni 7.2. Zobrazeni v je Eukleidovskd norma na oboru Z[i].

Diikaz. Je t¥eba ovérit podminky z definice Eukleidovské normy. Podminka (0) je
zfejmé a (1) plyne z Tvrzeni 7.1. Pro dikaz (2) uvazujme a,b € Z[i], b # 0, a
polozme

a
=—¢€C
z be

(pfesny podil v C). Bud ¢ nejblizsi prvek Z[i] k prvku z (tj. takovy, pro ktery je
|z — ¢| minim4lni); je-li takovych vice, zvolme libovolny z nich. Polozme

r=a—bq.

Pak zfejmé bg + r = a a zbyva dokdzat, ze v(r) < v(b). Jakd je vzdalenost ¢ a
z?7 V nejhorsim pfipadé je z uprostied ¢tverce s celo¢iselnymi vrcholy, tedy urcité
|z —q| < g < 1. Proto

a
v(r) = Ir|* = la —bg* = [b]* - 5~ ql* = [b]* - |z — ¢|* < [b]* = v(b).
(]

Pro obory Z[iv/2] & Z[e?""/?] 1ze diikaz provést zcela analogicky, protoZe i zde
plati v(u) = |u|? a jeding rozdil tak je v odhadu |z — q|. Pro Z[iv/3] uz diikaz ne-
projde, protoze stfed obdélnika ma vzdalenost od vrcholu rovnou 1. Ve skutecnosti
tento obor neni ani Gaussovsky (dokazte!).

Pro obory Z[+/s] pro s kladné schazi geometrickd piedstava. Pro s = 2,3 vSak
funguje podobny algoritmus déleni: staci zaokrouhlit koeficienty piesného podilu.
Diikaz odhadu normy zbytku je vSak o néco komplikovanéjsi.

Studium rtznych rozsiteni oboru celych ¢isel neni nijak samotcelné, matematici
se k témto oboriim dostali pii feSeni fady jinych tloh. K rozvoji teorie nezanedba-
telné prispély napt. pokusy dokdzat timto zpisobem Velkou Fermatovu vétu (tj.
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dokazat, ze neexistuji nenulova celd c¢isla x, y, z spliiujici 2™ + y™ = 2" pro néjaké
n > 3). Uz Leonhard Euler pouzil v roce 1753 poéitani v oboru Z[iv/3] k feseni
Velké Fermatovy véty pro exponent 3 a asi nejvétsiho tispéchu touto metodou do-
sahl Kummer v poloviné 19. stoleti, kdyz se mu povedlo vyresit vSechny exponenty
mensi nez 100 kromé 37,59, 67, 74. (K dikazu Velké Fermatovy véty nakonec vedla
uplné jind metoda, ale to uz je jiné historka.)

Pro ilustraci ukazeme feSeni jedné specidlni diofantické rovnice. Metoda vyu-
7ivé fadu teoretickych vlastnosti oboru Z[i], napf. existenci NSD a jednoznacnost
rozkladi na ireducibilni prvky.

Uloha. Reste v oboru celych éisel rovnici
z? 4+ 1=y5

Regeni. Nejprve rozlozime 2 +1 = (x+i)(z —1i) a dokdZeme, Ze jsou ¢isla x+i,z—i
nesoudélnd. Plati NSD(z + i,2 — i) = NSD(x + 4, 2i) = NSD(z — ¢, 2i), a protoze
2i = (1 4+ 4)2, musi byt vysledek jedno z ¢isel 1,1 + i, (1 + 7). Pokud je x sudé,
pak je v(z + i) liché, a tedy NSD(z + i,2 — i) = 1. Pokud je z liché, pak je
v(z +1i) = v(x —i) = 2 (mod 4) (dosadte x = 2k + 1), a tedy (1 + 4)? nedéli
x 44 ani  — 4 (tj. v ireducibilnim rozkladu téchto éisel je 1 + i nejvyse jednou).
ProtoZe je souéin (x +)(x —¢) tfeti mocninou, pocet ¢isel 1+ v jeho ireducibilnim
rozkladu musi byt délitelny tfemi; ¢ili jedind moznost je, ze tam neni zadné. Tedy
NSD(x + 4,z —1i) = 1.

Dokézali jsme, 7ze © + i a x — i jsou nesoudélné v Z[i]. Protoze jejich soucin je
tfeti mocninou ¢isla y, kazdé z nich musi byt t¥eti mocninou néjakého prvku Z[i].
Uvazujme takové a + bi: z rovnosti (a+ bi)3 = (a® — ab?) + (a®b—b3)i = z + i plyne
b(a® — b?) = 1, coz m4 jediné celodiselné feseni: b = —1, a = 0. To dava jediné
celociselné feseni ptivodni rovnice x =0, y = 1. (]

8. OBORY POLYNOMU A PODILOVA TELESA

Cil. Budeme se zabyvat otdzkou, jak funguje délitelnost v obo-
rech polynomi. Zavedeme podilovd télesa jako formalizaci pojmu
zlomek a ukdzZeme, jak spolu souvisi délitelnost v oboru polynomu
nad danym oborem a nad jeho podilovym télesem.

Obory polynomi jedné proménné nad télesem T se z hlediska délitelnosti chovaji
tak pékné, jak to jen jde. Znamy algoritmus déleni déva (jednoznacéné urceny) podil
a zbytek. Obory T|[x] jsou tedy Eukleidovské, plati v nich Bézoutova rovnost a kazdy
polynom maé pravé jeden rozklad na ireducibilni polynomy.

Pro polynomy nad obecnym oborem integrity podil a zbytek existovat nemusi:
viz piiklad s délenim 3x : 2x v Sekci 6. Pfi provadéni algoritmu déleni totiz mohou
vychéazet zlomky. Pojem zlomku mame zazity ve formé raciondlnich ¢isel. Jak jej
vsak formalizovat pro obecné obory integrity? Odpovédi je podilové téleso.

Po zavedeni podilovych téles ukazeme, jak fesit tlohy tykajici se délitelnosti pro
polynomy nad obecnymi obory. Stru¢né feceno, vSechny operace budeme provadét
se zlomky (nad podilovym télesem) a na zévér vysledek interpretujeme v ptivodnim
oboru — viz Véty 8.5 a 8.8. Dusledkem uvedenych pozorovani bude Gaussova véta
8.9, ktera tika, Ze obor polynomu nad Gaussovskym oborem je Gaussovsky.
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8.1. Konstrukce podilového télesa.

Tak jako lze obor celych ¢isel rozsifit do télesa raciondlnich ¢isel, kazdy obor
integrity R lze rozsifit na tzv. podilové teleso, které lze zkonstruovat jako ,téleso
zlomku“, jejichz citatel i jmenovatel jsou prvky daného oboru. Konstrukce probiha
nasledujicim zptsobem.

Definujeme relaci ~ na mnoziné R X (R~ {0}) pfedpisem

(a,b) ~ (¢,d) <= ad=be

Neni tézké nahlédnout, ze jde o ekvivalenci: reflexivita je zfejma, symetrie plyne z
komutativity ndsobeni a tranzitivitu ziskdme nasledujicim vypoctem: je-li (a,b) ~
(¢,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a cf = de, rozlisime dva pfipady:

e pokud ¢ =0, pak a = e = 0 (protoze b,d # 0), a tedy af = be = 0;

e pokud ¢ # 0, pak vynasobime obé rovnosti, dostaneme adcf = bcde a

vykratime prvkem cd # 0.
V obou ptipadech af = be, tj. (a,b) ~ (e, f) (ke kréceni potfebujeme pfedpoklad,
Ze R je obor integrity!).
Pro jednoduchost vyjadfovani budeme znaéit blok [(a, b)]~. této ekvivalence jako

zlomek 7. Uvazujme mnozinu @ vSech bloki této ekvivalence (tj. vSech zlomki) a

definujme na ni operace

a+c_ad—|—bc a_ —a a ¢ _ac 029 1:1

b d bd ' b b’ b d bd’ 1’ 1
(Aby jmenovatel zistal nenulovy, potfebujeme predpoklad, Ze R je obor integrity!)

Tvrzeni 8.1. MnoZina Q s prdavé definovanymi operacems tvori téleso, tzv. podilové
téleso oboru R.
Diikaz. Ovéfime postupné vSechny axiomy:

e Asociativita s¢itani: §+(5+%) = %+°f+de =

adf+b(cf+de) _ adf+bcftbde __
df bf N

d+b.

altle & = (8+5)+3,

bdf B

o Komutativita s¢itani: 7 + ¢ = “d;gbc = % =<+
o Nula: ¢ + 9 = 21400 _ o
o Odéitant: & 4 ¢ = @reb) _ 0 g
e Asociativita a komutativita nasobeni plyne okamzité z tychZ vlastnosti
oboru R.
e Jednotka: < - % = ﬁ =2
o Distributivita: ¢ - (§+ %) = 9chbnde — abefrabde _ ac ac,
Navic ¢ - g = g—s = 1 pro kazdé 7 # 0, ¢ili Q je téleso. O

Priklad.

e Podilové téleso oboru Z je téleso Q.

e Podilové téleso oboru Z[i] je téleso Q(i) sestavajici ze vSech ¢isel a + bi,
a,be Q.

e Podilové téleso oboru R[z] je t&leso raciondlnich funkei nad R.

8.2. Gaussovo lemma.
Bud R néjaky obor integrity a Q jeho podilové t&leso. Délitelnost v oborech R|x]
a Q[z] spolu tésné souvisi: pro primitivni polynomy f, g € R[x] dokdzeme, Ze

(1) flgvRz] < [flgvQlz];
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(2) f jeireducibilni v Rlx] <= f je ireducibilni v Q[x];

(3> NSDR[I](f? g) = NSDQ[x](f7 g)'
Diky tomu mtzeme pfi praci s primitivnimi polynomy pouzivat zlomky a presto
dostaneme spravny vysledek.

Definice. Bud f = """ ; a;,z° polynom.
e Obsahem polynomu f rozumime ct(f) = NSD(ag, ..., an).
e Primitivni édsti polynomu f rozumime pp(f) = > 1, %xz
e Polynom f nazyvame primitivni, jestlize ct(f) = 1.

Napf. polynom f = 322 + 62 — 3 ma v oboru Z[z] obsah ct(f) = 3 a primitivni
¢ast pp(f) = 22+22—1. V oborech polynomt nad télesem je zfejmé kazdy polynom
primitivni.

Je zfejmé, ze pokud f | g a g je primitivni, pak i f je primitivni. Kli¢ovym
pozorovanim je fakt, Ze plati i opacné tvrzeni.

Véta 8.2 (Gaussovo lemma). Bud R Gaussovsky obor a f,g € R[z] primitivni
polynomy. Pak f - g je primitivni polynom.
Diikaz. Oznatme f = Y ja;z’ a g =Y .- bz’ a predpokladejme, ze f - g neni
primitivni polynom, tedy Ze ct(f) # 1. Protoze je R Gaussovsky obor, existuje
ireducibilni prvek u € R, ktery déli ct(f - g), tj. ktery déli vSechny koeficienty
sou¢inu f - g. Zvolme nejmensi j takové, ze u { a; a nejmensi k takové, Ze u { by
(protoZe jsou polynomy f, ¢ primitivni, u nemize délit vSechny jejich koeficienty).
Podivejme se na (j + k)-ty koeficient polynomu f - g:
Cjt+k = (Lobj+k + ...+ aj,lb;Hl + ajbk + (Lj+1bk,1 + ...+ aj+kb0.

ProtoZe u | a; pro vSechna ¢ < j, mame

U | Cl()bj+k +...+ aj_lbk_,_l.
ProtoZe u | b; pro vSechna i < k, mame

U | aj+1bk,1 + ...+ aj+kb0.

Tedy u déli vSechny ¢leny kromé a;b,. Ten naopak v délitelny neni, protoze u je
ireducibilni a nedéli ani a;, ani by. Dostavame, Ze w1 ¢;yx, Spor. ([l

Tedy polynom f - g je primitivni pravé tehdy, kdyZ jsou oba polynomy f, g pri-
mitivni. Gaussovo lemma umoziiuje dat do souvislosti délitelnost v oborech Rz] a
Qlz].

Tvrzeni 8.3. Bud R Gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f,g primitivni
polynomy z R[z]. Pak f | g v Q[z] pravé tehdy, kdyz f | g v Rlx].

Dikaz. Predpokladejme, Ze f | g v Q[z], tj. Ze existuje h € Q[x] spliiujici g = fh.
Zvolme k € @ tak, aby kh byl primitivni polynom z R|x]. Pak kg = f-kh, na pravé
strané je soucin primitivnich polynomu, takze podle Gaussova lemmatu je kg také
primitivni polynom. Ovsem i g je primitivni, takze k& musi byt invertibilni prvek z
R a dostavame, ze kh || h € R[z].

Zpétna implikace je trivialni. ([l

Prvni aplikace je vztah ireducibility v R[z] a v Qlz].

Lemma 8.4. Bud R Gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f primitivni poly-
nom z Rx]. Pak je f ireducibilni v R[z] pravé tehdy, kdyz je ireducibilni v Q[x].
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Diikaz. Dokézeme néasledujici ekvivalentni tvrzeni: f m4 vlastniho délitele v R[z]
pravé tehdy, kdyz ma vlastniho délitele v QJz].

(=) ProtoZe je f primitivni, jakykoliv vlastni délitel m4 stupeni aspon 1. Tedy
jde zaroveii o vlastniho délitele v Q[z].

(<) Necht g je vlastni délitel f v Qz]. Pak existuje k € @ takové, Ze kg je
primitivni polynom z R[z]. Ptitom kg | f v Qlz], tedy podle Tvrzeni 8.3 je kg
vlastni délitel f v R[z]. O

Véta 8.5. Bud R Gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f polynom z Rlz].
Pak je f ireducibilng v R[z] prdvé tehdy, kdyZ

e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo

e deg f > 0, [ je primitivni a ireducibilni v Q[z].

Dikaz. Vzhledem k tomu, ze se kazdy polynom rozklada na obsah a primitivni ¢ast,
musi byt v pfipadé ireducibility jedna z téchto ¢asti trivialni a druha ireducibilni.
O

Priklad.
e Polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[x], ale neni ireducibilni v Z[x], protoze
neni primitivni.
e Polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoze je invertibilni, ale je ireducibilni
v Z[z].

Druh4 aplikace je existence NSD v R|x].
Lemma 8.6. Bud R obor integrity a f,g polynomy z R[z]. Pak

NSDg(.)(f,9) = NSDr(ct(f),ct(g)) - NSDr.(pp(f), PP(9))

za predpokladu, Ze oba NSD na pravé strané rovnosti existugi.

Diikaz. Predpokladejme, Ze prava strana existuje, oznac¢me tento prvek r; doké-
zeme, ze r = NSD(f, g). Protoze NSDg(ct(f),ct(g)) déli ct(f) i ct(g), a zaroven
NSDg(pp(f), PP(9)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin r déli oba polynomy f, g,
¢ili 7 je spoleény délitel. Dokazeme, Ze je to nejvétsi spoleény délitel: pokud néjaky
h déli f1ig, pak ct(h) déli ct(f) i ct(g), tedy ct(h) | NSDr(ct(f),ct(g)); analogicky
pp(h) | NSDrpsj(pp(f), PP(9)) @ dostdvame h | r. O

Lemma 8.7. Bud R obor integrity, Q jeho podilové téleso a f,g primitivni po-
lynomy z Rlx]. Pak NSDgyy(f,9) ezistuje a je roven primitivnimu polynomu h
spliiugicimu h = NSDqy) (f, 9)-

Diikaz. Takovy polynom h jisté miizeme z dané tiidy asociovanosti vybrat (pfipo-
merime, Zze NSD je uréen az na asociovanost). P¥itom h déli f,g v Q[z], tedy podle
Tvrzeni 8.3 1 v R[z] a kdykoliv mame jiny spoleény délitel d | f,g v R[z], pak jisté
d| h v Q[z], a tedy podle Tvrzeni 8.3 i v Rx]. O

Z ptedchozich dvou lemmat ihned plyne néasledujici vztah:

Véta 8.8. Bud R Gaussovsky obor, Q jeho podilové téleso a f, g polynomy z Rz].
Pak NSDg,(f, g) existuje a plati

NSDg)(f,9) = NSDr(ct(f), ct(g)) - NSDq.; (pp(f), PP(9))
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Piiklad.
NSDz,)(42%+8z+4, —62°+6) = NSDz(4, —6)-NSDgyy) (°+22+1,2°—1) = 2(z+1).

Véta 8.9 (Gaussova). Bud R Gaussovsky obor a X libovolnd neprizdnd mnoZina.
Pak R[X] je také Gaussovsky obor.

Dikaz. (A) Gaussovu vétu nejprve dokdzeme pro polynomy jedné proménné, tj.
piipad X = {z}. PouZijeme Vétu 5.4: NSD v R][z] existuji podle Véty 8.8. A je-li
f1, f2, f3,... posloupnost vlastnich délitelt, pak deg f1 > deg fo > deg f3 > --- >
0, a tedy existuje n takové, ze deg f,, = deg fr11 = ... Oznacdime-li a; vedouci
koeficient polynomu f;, pak ay,,a,41,... je posloupnost vlastnich délitela v R,
spor.

(B) Pokud je mnozina X koneénd, muZzeme postupovat indukci podle | X| s vy-
uzitim ¢asti (A), nebot Rlz1,...,z,] =~ (Rlz1,...,24_1])[zn]. Pokud je X ne-
kone¢na, vyuzijeme pozorovéni, ze pokud Y C X a 0 # g € R[Y], pak f | g
implikuje f € R[Y]. Cili jsou-li ddny f,g € R[X], ve skute¢nosti f,g obsahuji jen
kone¢né mnozstvi proménnych, tedy existuje Y C X koneénd takovd, ze f,g € R[Y]
a NSDg(x)(f,9) = NSDgry(f,g). Podobné, kazda posloupnost délitelii obsahuje
pouze koneéné mnoho proménnych, nebot jeji prvni ¢len méa tuto vlastnost; situace
se tedy opét prevadi na problém oboru koneé¢né mnoha proménnych. O

8.3. * Eisensteinovo kritérium.

Pro zjisteni ireducibility daného celo¢iselného polynomu se v jistych pripadech
muze hodit nasledujici kritérium.
Tvrzeni 8.10 (Eisensteinovo kritérium). Bud R Gaussovsky obor a f = >, a;a"
primitivnd polynom z R[x]. Pokud existuje ireducibilni prvek p € R splitujici p | ag,
play, ..., p|an_1 ap?®tao, pak je polynom f ireducibilni v R|x].

Diikaz. Uvazujme rozklad f = gh, kde g = Zf:o bzt a h = Zi::o c;x’ jsou po-
lynomy z R[x] stupné alespoii 1. Protoze p | ap = boco, plati p | by nebo p | co,
ale urcité ne oboje zaroveni, protoze p? { ag. Necht je to bez Gijmy na obecnosti b.
Protoze p | a1 = bgey +bicg a p 1t co, musi p | by. Protoze p | az = boca + bicy + baco
aptco, musi p | by. Timto zplsobem zjistime, Ze p déli vSechny koeficienty b;, tedy
p | f, coZ je spor s primitivitou. (Il

Piikladem pouziti Eisensteinova kritéria je ireducibilita polynomu z™ + a v Zx]
(kde @ neni délitelné ¢tvercem prvodisla), jehoz kofeny jsou préavé n-té komplexni
odmocniny z +a. (Zkuste si to dokdzat pfimo uZz jen pro a = 2!)

9. KORENY POLYNOMU

Cil. Budeme se zabyvat v riznijch souvislostech dvéma otdzkami:
kolik maji polynomy korenu a jak je nalézt. DokazZeme, Ze poly-
nom stupné n md nejvyse n korent. Podivame se na otdzku, kterd
cisla lze vyjadrit jako koren celociselného polynomu, a uvedeme
kritérium existence raciondlniho korene celociselného polynomu.
Ukdzeme Cardanovy vzorce pro vypocet korent polynomi stupné
< 4 a strucéné nastinime Newtonovu metodu na vypocet kotene
obecné funkce. Na zdavér zminime vétu o interpolaci.
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Definice. Prvek a € R se nazyvé koten polynomu f € R[x], pokud f(a) = 0.

Kofeny polynomu hraly dilezitou roli v pocatcich moderni matematiky. Otazka
jak koteny spocitat vedla k rozvoji algebry uz ve stiedovéku (Cardanovy vzorce) a
dala vzniknout komplexnim ¢islim, kterd se objevovala jako feseni. V 19. stoleti
pak Abeliv a predevsim Galoisuv ditkaz neexistence vzorci pro vypocet kofent
polynomt stupné 5 a vice vyznamné piispél ke vzniku teorie grup. Zac¢neme tim,
kolik kofenti lze vlastné ocekavat.

9.1. Pocet kofenu.

Pfipomenme jesté jednou algoritmus déleni polynomu se zbytkem. Jak jsme
uvedli, pfi déleni mohou vychazet zlomky. To ovSem pouze v tom pfipadé, kdyz
je vedouci koeficient délence (nebo néjakého polynomu, ktery vznikne v prabéhu
vypoctu) nedélitelny vedoucim koeficientem délitele. Z toho plyne, Ze pokud je tento
koeficient roven 1, tj. pokud je délitel monicky, déleni projde v libovolném R[z] a
vysledkem bude (jednoznaéné uréeny) zbytek i podil z R|x].

Disledkem je nasledujici vztah kofent k délitelim daného polynomu.

Tvrzeni 9.1. Bud R obor integrity, f € R[z] a a € R. Pak a je kofen polynomu
f prdvé tehdy, kdyZx —a | f.

Diikaz. (<) Predpokladejme, ze x — a | f. Pak f = (z — a) - g pro néjaké g € R[x]
a dosadime-li do f prvek a, dostaneme

fla) =(a—a)-g(a) =0-g(a) =0.
(=) Bud ¢, r podil a zbytek po déleni polynomu f polynomem x — a (ty existuji,

nebot délime monickym polynomem). Tedy f = (z —a)-q+r a r je konstantni po-
lynom (zbytek musi mit mensi stupen nez délitel). Dosadime-li prvek a, dostaneme

0=f(a) =(a—a)-q(a)+7r(a) =0-q(a) +7=r,
takzer=0ax—a| f. O

Véta 9.2. Bud R obor integrity, 0 # f € R[x] a deg f = n. Pak md polynom f
nejuyse n koreni.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 0, t;j.
f je nenulovy konstantni polynom, pak zadné kofeny nema. Nyni pfedpokladejme,
ze tvrzeni plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n. Je-li deg f = n + 1, pak
jsou dvé moznosti. Bud polynom f nemé zadny kofen, v tom pfipadé tvrzeni plati.
Nebo mé polynom f néjaky kofen a a v tom pfipadé jej lze podle predchoziho
lemmatu napsat jako f = (z — a) - g pro né&jaky polynom g stupné n. Je-li b néjaky
jiny kofen, tj. f(b) = (b — a) - g(b) = 0, pak, protoze jde o obor integrity, musi byt
bud b = a nebo g(b) = 0. Protoze m4 polynom g nejvyse n kofenil, ma polynom f
nejvyse n + 1 korent. (I

Priklad. Pocet kofent polynomu f samoziejmé miZe byt mensi nez deg f: napi.
polynom 22 4+ 1 nemé nad Z 74dny kofen a nad Z, mé jeden.

Poznamka. Véta 9.2 neplati, neni-li R oborem integrity, ale napft. jen komutativ-
nim okruhem s jednotkou. Pfedpoklad jsme pouzili v posledni fazi diukazu, kdyz z
f(b) = (b—a)-g(b) = 0 plynulo b — a = 0 nebo g(b) = 0. Uvazte napf. polynom
22 € Zy[z] nebo 2% + 2 € Zg[z]. Prvni z nich m4 koteny 0, 2, druhy 0,2, 3, 5.
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Poznamka. Véta 9.2 neplati, neni-li R oborem integrity, ale napf. jen nekomu-
tativnim télesem — celd teorie délitelnosti funguje jinak. Piikladem je polynom
2% — 1 nad okruhem kvaterniont, jeho kotfeny jsou +1, +i, £j, +k (viz definice
kvaternionové grupy v Sekci 13).

9.2. * Algebraicka a transcendentni &isla.

Zvlastni vyznam v historii hraly kofeny celociselnych polynomt. Otéazka, ktera
¢isla 1ze takto ziskat, pfispéla ke vzniku teorie mnozin. UkadZeme si genidlni Canto-
rovu myslenku, kterd ukazuje, ze skoro kazdé ¢islo je transcendentni, aniz bychom
museli uvést byt jediny priklad.

Definice. Realné ¢islo a se nazyva algebraické, pokud existuje nenulovy polynom
f € Z|x] takovy, ze f(a) = 0. V opa¢ném piipadé se a nazyva transcendentni.
Piiklad.

e Racionalni ¢isla jsou algebraické: racionalni ¢islo 7 je kofenem polynomu
bxr — a.

e Néktera iracionalni ¢isla jsou algebraicka: napt. v/2 je kofenem polynomu
2?2 — 2. T néktera slozitéjsi iracionalni ¢sla jsou algebraicka: napi. v/2 + /3
(zkuste najit pfislusny polynom!). Obecné plati, Ze soucet, soucin apod.
algebraickych cisel je algebraické ¢islo, viz Tvrzeni 26.3.

e A¢ matematici dlouho tusili, Ze je fada Cisel transcendentnich, nedafilo se
jim tuto vlastnost o zddném Cdisle dokazat. Prvni prokazatelné transcen-
dentni ¢islo predvedl v roce 1840 francouzsky matematik Joseph Liouville:
byl jim soudet Fady > o= 10—, tj. &islo, které ma v desetinném rozvoji jed-
ni¢ku pravé na mistech tvaru n!, jinak nuly. V roce 1873 dokézal Charles
Hermite, ze ¢islo e je transcendentni, a az v roce 1882 nasel Ferdinand von
Lindemann dtkaz transendence éisla .

e O to vice udivil matematiky v roce 1874 Georg Cantor, kdyz dokazal, Ze
skoro vsechna redlnd cisla jsou transcendentns.

Ac¢ vSechny dukazy transcendence konkrétnich ¢isel jako e nebo 7 jsou pomérné
komplikované, Cantoruv dikaz je prekvapivé jednoduchy.

Spocetnou mnozinou rozumime takovou nekone¢nou mnozinu, jejiz prvky lze se-
fadit do posloupnosti indexované prFirozenymi ¢isly (tj. jde o mnozinu stejné velkou
jako N). VSechny ostatni (tj. vétsi) nekoneéné mnoziny nazyvdme nespocetné.

Napf. mnozina Z je spocetna: 0,1, —1,2,—2,3,—3,... Dokonce i mnozina Q je
spodetnd: sefadte kladnd raciondlni ¢isla do posloupnosti podle souc¢tu ditatele a
jmenovatele (ty se stejnym souétem sefadte libovolné) a vlozte zadpornd ¢isla ana-
logickym trikem.

Tvrzeni 9.3. Mnozina algebraickych redlnych cisel je spocetnd.

Dikaz. Definujme index polynomu f = ag + a1z + ...+ a,z™ # 0 jako &islo |ag| +
la1| + ...+ |an| + n. VSimnéte si, ze existuje jen kone¢né mnoho polynomt daného
indexu (napf. index 1: f = +1; index 2: f = £2, f = +ux; index 3: f = £3,
f =22z, f =42 +1, f=+2?), viechny celo¢iselné polynomy tedy lze sefadit
do posloupnosti podle vzrustajicitho indexu. Pritom kazdy nenulovy polynom ma
jen kone¢né mnoho kofentd, tedy nahrazenim polynomu za jeho kofeny ziskdme
posloupnost obsahujici vSechna algebraicka cisla. (I

Tvrzeni 9.4. MnoZina redlngch c¢isel je nespocetnd.
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Diikaz. Kdyby byla mnozina realnych ¢isel spocetnd, byl by jisté spocetny i interval
(0,1), a tudiz bychom mohli sefadit ¢isla z tohoto intervalu do posloupnosti

a; = 07 a11a12a13 . ..
az = 0,a21a22a23 . ..

a3 = 0,az1a32a33 . . .

Nyni definujme ¢islo b = 0,b1b2bs ... tak, ze by # ai1, by # ags, atd. Toto ¢islo
nemuze byt na seznamu, nebot se od i-tého prvku ligi v i-té pozici rozvoje. Coz je
spor s tim, Ze tam méla byt vSechna ¢isla z intervalu (0, 1). (K tomu, aby byl tento
argument korektni, je tfeba se vyhnout rozvojiim kon¢icim samymi devitkami.) O

Tedy realnych cisel je mnohem vice nez algebraickych. Vhledem k tomu, Ze spo-
¢etné mnoziny maji miru 0, tvrzeni lze interpretovat tak, ze skoro vSechna reilna
¢isla jsou transcendentni (ve smyslu: ndhodné redlné ¢islo je s pravdépodobnosti 1
transcendentni).

9.3. Racionalni koreny.
Nasledujici tvrzeni lze pouzit k najiti vSech racionalnich korenti daného celoci-
selného polynomu.

Tvrzeni 9.5. Bud R obor integrity a Q jeho podilové téleso. Md-li polynom f =
> yaix’ € Rlx] koten £ € Q (predpokldddme r, s nesoudélnd), pakr | ag a s | an.

Diikaz. Dosadme prvek =

dostavame

do f. Protoze Y. ;a;(%)" = 0, pfendsobenim prvkem s"

aps™ + a1rs" V4 asr?s" 2 4+t ap_1r" s+ apr™ = 0.

Protoze r déli viechny ¢leny ai;rs™ !, ..., a,r™, musi délit i prvni ¢len ags™. Pro-

toze jsou r, s nesoudélnd, musi r | ag. Analogicky, protoze s déli v8echny ¢leny

ags", ..., an_1r""1s, musi délit i posledni ¢len a,r", tedy s | a,. O

Priklad. Polynom 22° — 32% + 223 — 2 + 1 € Z[z] nemé4 raciondlni kofen. Podle
Tvrzeni 9.5 jsou jedinymi kandidaty ¢isla +1 a :I:%. Dosazenim zjistime, Ze ani jeden
z nich kofenem neni.

9.4. * Cardanovy vzorce.

V tomto odstavci odvodime tzv. Cardanovy vzorce na vypocet kofent polynomi
stupné 2, 3, 4. Na zavér nastinime, pro¢ vzorce pro polynomy vysSich stupnii nee-
xistuji.

Vypocty budeme provadét v oboru komplexnich ¢isel, i kdyz vétSina tvrzeni
je platnéd obecné v libovolném télese charakteristiky 0, kde existuje druha a tfeti
odmocnina kazdého prvku.

Reseni kvadratickych rovnic Ize vysledovat az k starovékym matematikiim, ndvod
v téméf moderni podobé se nachazi napf. v knize matematika Al-Chorezmiho z 9.
stoleti (ukdzku z této knihy najdete na tGvodni strance skript). Vzorec pro feSeni
rovnice
ar® +bx+c=0
miizeme odvodit takto: substituci z =y — % dostaneme rovnici

5  b*—dac

y:T7
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tedy

a zpétnym dosazenim dostaneme

_ —bEVb? —4dac
T=—
(Zde i pozdéji neuvadime nékteré mezivypocty. Doporuc¢ujeme ¢tenaii, aby si vSechna
tvrzeni ovéfoval samostatné!)

Klicovou fintou byla substituce, ktera nas zbavila prostfedniho ¢lenu; podobné
budeme postupovat i pfi odvozeni vzorct vyssich stupnt. Prvni vyuzil tento trik k
odvozeni vzorce pro feSeni rovnic tfetiho stupné Nicolo Tartaglia (okolo 1530) a pro
rovnice ¢tvrtého stupné Lodovico Ferrari (zhruba ve stejné dobé); jejich vysledky
byly ovsem publikovany v knize Girolama Cardana, a tak se vzilo mylné oznaceni
Cardanovy vzorce.

Substituce obecné funguje takto: méame-li rovnici n-tého stupné

Anx™ + ap_12" P 4.+ arz+ag =0,

tedy ekvivalentné

Ap—1 _ ay a
el o+ 24+ 2 =0,

Qn Qn an

"™+

substituujeme x = y— % Po roznasobeni ziskdme ekvivalentni rovnici s nulovym
n

koeficientem u 3™~ !.

Nejprve predvedeme Tartaglitiv postup na feSeni kubické rovnice
34+ br+c=0.
Vsimnéte si, ze pro libovolné u, v plati
(u — )3 + 3uv(u —v) + (v¥ —u?) = 0.

Reseni ptivodni rovnice tedy budeme hledat ve tvaru « = u — v, pfi¢emz pro koefi-
cienty dostavame rovnosti

b = 3uw, c=0v>—ud.

Nyni jiz neni tézké vyjadrit v, v pomoci koeficientt b, c: dosazenim v = % do druhé

rovnice dostavame
b3

E =
; oznadime-li D = ¢ + %63, jeden péar

ub + cu® — 0,

co? je kvadratickd rovnice s nezndmou u?

FeSeni muzeme vyjadrit jako

3704*\/5 3C+\/B

- 2 K - T Y
¢imz jsme ziskali jeden kofen
To=uU—"v

daného polynomu. (Bohuzel, druhy par feseni u® = #, V3 = # dava stejny

kofen.) Zbylé dva kofeny pak miizeme dopoditat tak, ze vydélime ptivodni polynom
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monoclenem = —xg a vyFeSime kvadratickou rovnici. Alternativné, neni tézké ovérit,
ze vSechny t¥i kofeny naseho polynomu lze vyjadfit jako

To=1u—", T = wu — w?v, Ty = wiu — wo,
kd _27rz‘__l ﬁk 1 { tieti od . ‘edné
ew=e3s = —3+ 571 Je komplexni treti odmocnina z jedneé.
Piiklad. Vyfesime rovnici
3 — 6z —-9=0.

Soustava 3uv = —6, v — u® = —9 m4 feseni u = f‘/% =2,v= f‘/# = —1,

kofeny tedy jsou

5 —34+/3i ) —3 —/3i

To=u—v=3, T =wWu—wuv= 5 , T =wu—wu= 5

Na zavér predvedeme Ferrariho postup na feSeni kvartické rovnice
2 +b2® + cx+d=0.
Napisme rovnici ve tvaru
ot + 2ur? +u? = —ba? — cr — d + 2uz? +u? = (2u — b)2? — cx + (u? —d)

kde u je jakysi zatim neznamy parametr. V§imnéte si, ze levou stranu lze napsat
jako (2% + u)%. Kdybychom i pravou stranu uméli napsat jako druhou mocninu,
mohli bychom obé strany odmocnit a ziskat tak kvadratickou rovnici pro x. Aby
prava strana byla mocninou, diskriminant musi byt roven nule, tj.

¢ —42u —b)(u® —d) = 0.

Tim dostavame rovnici tfetiho stupné pro u, pficemz néjaky jeji koren ug nalezneme
pomoci Tartagliova vzorce. S timto ug muZeme obé strany dané rovnice odmocnit
a ziskdme dvé kvadratické rovnice:

c

x2+uo:(2uo—b)x—§ a $2+U0:—(2U0—b)1‘+§.

Tak nalezneme vSechny ¢tyfi kofeny ptvodni rovnice. Ackoliv popsany postup pfi-
pominé spiSe algoritmus neZ vzorec, v principu je mozné vyjadrit vSechna Ctyri
FeSeni pomoci koeficientd dané rovnice, operaci +, —,-,: a druhych a tretich od-
mocnin.

Priklad. Vyftesime rovnici
ot 2% 442 -3 =0.

Diskriminant vede na rovnici —2u? 4+u? —6u+7 = 0, kterd ma feseni napf. ug = 1.
Piivodn{ rovnici upravime na tvar (z? + 1)? = (x — 2)2, a tak stad¢{ fesit rovnice

P 4l=2-2 a 2 4+1=—z+2
Resenim jsou ¢isla

1++v11e
2

—1++5

X1 =
’ 2

a xg’g =
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Pro rovnice pdtého stupné se nedafilo najit vzorec ani 200 let po Cardanovi.
Koncem 18. stoleti ptisel Paolo Ruffini s argumentem, Ze zadny vzorec, ktery by
pouzival pouze ¢tyfi zakladni opearce a odmocniny, neexistuje. Dikaz vsak nebyl
korektni a dokondil jej v roce 1824 Niels Henrik Abel. AZ Galoisova teorie ale
vysvétlila, pro¢ tomu tak je a pro¢ je stupeii 5 hraniéni.

Aby bylo jasno, nékteré polynomy patého stupné tzv. resitelné v radikdlech jsou:
napi. kofeny polynomu z° —1 jsou é&islo 1 a déle kofeny polynomu 14+x+x% 423 +xz4,
ktery je feSitelny Ferrariho vzorcem. AvSak existuji polynomy stupné 5, jejichz
z4dny kofen uvedenym zpfisobem vyjadfit nelze: napi. polynom z® — x + 1, nebo
obecné napf. jakykoliv ireducibilni polynom prvociselného stupné n > 5, ktery
mé pravé dva imaginarni a n — 2 redlnych kofentt (cviceni: zkuste takovy pomoci
Eisensteinova kritéria najit!).

Galoisova véta pak dava navod, jak rozhodnout, zda je dany polynom fesitelny
v radikalech: staci spocitat tzv. Galoisovu grupu tohoto polynomu; tato grupa je
resitelnd pravé tehdy, kdyz je dotyény polynom feSitelny v radikalech. Co je to
grupa, se dozvite v nasledujicich kapitolach. Galoisovou grupou daného polynomu
se rozumi grupa vSech Q-automorfismi rozkladového nadtélesa tohoto polynomu
(viz Sekce 26). Pojem Fesitelnosti grupy v téchto skriptech rozebiran nebude, viz
libovolna zékladni uc¢ebnice teorie grup. Uvedme jen, Ze pro malé grupy je celkem
snadné Fesitelnost testovat. Galoisova grupa polynomu stupné n je podgrupou grupy
S,.. Tato grupa je pro n < 5 Fesitelnd a pro n > 5 feSitelnd neni (plyne ihned z
pozndmek na konci Sekce 17). A to je ten pravy diivod, pro¢ vzorce existuji jen
po stupen 4. Pro podrobnéjsi informace o Galoisové teorii odkazujeme na néjakou
ucebnici komutativni algebry.

9.5. * Newtonova metoda.

Na zavér si ve zkratce ukdzeme obecnou Newtonovu metodu, ktera slouzi k pribliz-
nému vypoctu kofene rovnice f(z) = 0 pro diferencovatelnou funkci f na redlnych
Cislech. Ve vypocetni praxi se k nalezeni kofenti polynomu stupné > 2 pouziva praveé
néjakd varianta tohoto algoritmu, nebot méalokdy je potfeba kofen zjistit pfesné.

Bud z( néjaka aproximace hledaného kofene. Budeme konstruovat posloupnost

1, Ts,... postupné zpresnujici tento odhad.
A
Yy
f(x)
Tp Tnt
0
x

fl@p)| =777+
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Vsimnéte si, ze plati f/(z,) = % (protilehla ku pfilehlé), a tedy novou
(lepsi) aproximaci dostaneme z pfedchozi volbou

Tni4l = T — f’(l’ )
n

D4 se dokazat, ze pro hezké funkce f a pri vhodné volbé xy konverguje posloupnost
Zo, X1, T2, ... k néjakému kofeni, a to kvadratickou rychlosti (tj. existuje konstanta
C takova, ze pro vSechna n plati |z,,1 — z| < C - |z, — x|?). Co pfesné znamena
hezkd funkce a vhodnd volba xy nechdme na starosti numerické matematice.

9.6. Véta o interpolaci.

S kofeny polynomu souvisi tzv. interpolace: predepiseme-li hodnoty v n bodech,
existuje pravé jeden polynom stupné < n, ktery v téchto bodech nabyva danych
hodnot.

Véta 9.6 (o interpolaci). Bud T téleso a uwvaZujme po dvou rizné body ay, . .., a, €
T a libovolné hodnoty uy,...,u, € T. Pak ezxistuje prdvé jeden polynom f € T[z]
stupné < n spliiugict f(a;) = u; pro vdechnai=1,...,n.

Neni tézké nahlédnout, Ze FeSenim je polynom

- Tr—a
_ — Y%
r=>\w1l—2
i=1 v J

J#i

fikd se mu nékdy Lagrangeuv interpolacni polynom.
Diikaz. Dosazenim do uvedeného vzorce snadno zjistime, ze

f(ak):0+...+0+uk.H%JFOJF..&O:W.

Zbyva dokazat jednoznac¢nost. Uvazujme dva polynomy f,g stupné < n spliujici
f(a;) = g(a;) = u; pro vSechna i a ozna¢me h = f —g. Pak h(a;) = 0 pro vSechna i,
tedy podle Tvrzeni 9.1 x —a; | h pro kazdé i a z ireducibility téchto polynomu plyne
také (x —ay) ... - (x —ay) | h. ProtoZe degh < n, musi byt h =0,tj. f=¢9. O

Pokud se ¢tenéfi zda, ze dikaz jednoznacénosti velmi pfipomina ditkaz Cinské
véty o zbytcich, tak to neni ndhoda. A¢ to na prvni pohled nevypadéa, obé véty se
daji spole¢né popsat v feci izomorfismu jistych faktorokruhu a jsou dusledkem tzv.
Zobecnéné Cinské véty o zbytcich, kterd je predmétem Sekce 22.3.

Dusledek 9.7. Bud T konecné téleso. Pak pro kazdou funkci f : T — T existuje
pravé jeden polynom g stupné < |T| takovy, Ze f(a) = g(a) pro kazdé a € T.

Diikaz. Interpolujme v bodé a hodnotou f(a), pro kazdé a € T. O

Pro nekonecnd télesa samoziejmé nic takového platit nemuze, presto polynomy
hraji dilezitou roli i v redlné analyze: Weierstrassova véta 1ika, ze kazdou spojitou
redlnou funkci na omezeném uzavieném intervalu lze polynomem libovolné piesné
aproximovat (tj. pro kazdou spojitou f : [u,v] — R a kazdé ¢ > 0 existuje polynom
g € R[z] takovy, Ze |f(a) — g(a)| < € pro kazdé a € [u,v]).
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10. * VICENASOBNE KORENY A LINEARNI DIFERENCN{ ROVNICE

Cil. Ndsobnost kotene daného polynomu souvisi s koreny deri-
vact tohoto polynomu. Uvedend véeta md péknou aplikaci v dukazu
algoritmu na TeSend soustav linedrnich diferencnich rovnic.

10.1. Vicenasobné kofeny.
Tvrzeni 9.1 umoznuje definovat nasobnost kofene daného polynomu.

Definice. Rekneme, 7e a € R je n-ndsobny koven polynomu f € R[z], pokud
(@=a)"|f a (z—a)" ' tf.

Z analyzy jsou dobfe znamy derivace funkci a specidlné také polynomt nad
redlnymi ¢isly. V oboru redlngch ¢isel ma derivace jisty geometricky vyznam (te¢na
grafu) a tak se také definuje (pomoci ¢, -kalkulu). Pro polynomy se z této definice
odvodi jisty vzorec, ve kterém figuruji koeficienty piivodniho polynomu.

V obecnych oborech se geometrickd predstava ztraci (co je tecna grafu funkce na
celych ¢islech?). Presto mé smysl derivaci zavést, a to pomoci zminéného vzorce.
Na geometrii mizeme zapomenout, ale algebraické vlastnosti ztustavaji: viz Lemma
10.1 a predevsim Véta 10.2.

Protoze se ve vzorci vyskytuji prirozena ¢isla, musime si ujasnit, co znamenaji v
obecném oboru R: pod pfirozenym c¢islem n budeme rozumét prvek

1+1+...+41€R.
~—_———
n
Charakteristikou oboru R pak rozumime nejmensi n takové, ze
1+1+...41=0,
—_—
n

pokud takové n existuje, resp. 0 v opacném piipadé.

Definice. Definujeme derivaci polynomu f =Y. a;x" predpisem

n—1

fr=> i+ a2’

i=0
a derivace vyssich fad® induktivné
fO=f a U= (0.

Lemma 10.1. Bud R obor integrity, f,g € Rlx] a n € N. Pak

(1) (f+9)® =0 g,

2) (f-9)™W =300 (1) fD gD [Leibnitzova formule];

B) (f*) =n-fr-t-f.

Dikaz je pouze technicky vypocet a doporucujeme Ctenari jej provést samo-

statné. NiZe je uveden strucny navod.
Princip dikazu. (1) Indukei podle n. Pron = 1, je-li f =Y a;2*, g = bz, pak
J'+4 1(f+g) lze rozepsat na Y (i + 1)(a;+1 + biy+1)x". Indukéni krok plyne z
(f+9)™ = ((f+9) D) = (fO D 4gn=1) = (fFIr=1) 4 (= D) = [0 4 g,
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(2) Indukei podle n. Pron = 1, je-li f = > a;at, g = >_ bixt, pak (fg)' i fg'+f'g
Ize rozepsat na (i + 1)(3 ;4 pmit1 ajbi)z’. V indukénim kroku vyuZijte zndmy
1
vzorec (7) + (;},) = (?—tl)
(3) se dokaze snadno indukci pomoci (2). O

Nasobnost kofene daného polynomu tzce souvisi s kofeny derivaci tohoto poly-
nomu. Vztah popisuje nasledujici véta.

Véta 10.2. Bud R obor integrity, 0 # f € R[z], a € R a predpoklddejme, Ze
charakteristika oboru R je bud 0, nebo je vétsi nez deg f. Pak jsou ndsledujici
turzent ekvivalentni:

(1) a je n-ndsobny koten polynomu f;

2) fOa)=...=f""V(a) =0 a f(a) #0.
Diikaz. (1) = (2). Protoze je a n-nasobny kofen polynomu f, mizeme napsat
f=@-a)"yg

pro néjaky polynom g splitujici g(a) # 0. Pomoci Leibnitzovy formule spocitdme
k-tou derivaci polynomu f pro k < n:

k

=3 (’:) (= )@ . g

=0

::O (':) A =1) (=i 1) (2 a) gk,

Je-li k < n, v kazdém ¢lenu souétu je £ — a v nenulové mocnin€, a tak dostavame

k
f®@ =Y 0=0.
=0

Je-li k = n, pak

n—1
= (Z) -n!~g(0)+z <7Z> nn—1)-...-(n—i+1)-(x—a)" "t gD
=0

a ze stejného divodu

n—1

f™@)=1-n!g(a)+ ZO =n!-g(a).

=0

Kdyby f(™(a) = 0, méli bychom (z definice oboru integrity) bud n! = 0, nebo
g(a) = 0. Pfitom g(a) # 0 (viz zacatek dikazu), takze by bylon! = n(n—1)-...-1 =
0. Opét, z definice oboru integrity, néktery z prvka 1, ..., n by musel byt roven nule.
A to je ve sporu s predpokladem na charakteristiku oboru R.

(2) < (1) Protoze f©(a) = f(a) = 0, prvek a je kofen polynomu f. Musi
to tedy byt m-nasobny kofen pro néjaké m > 1. Uzitim vyse dokézané implikace
dostavame, ze f(O(a) = ... = f(™V(a) =0 a ") (a) # 0, a tudiz m = n. O

Uloha. Spoé¢téte nasobnost kofene 1 polynomu f = z* + 23 + 22 + o + 1 v Zs[z].
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Re$eni. Postupné spoéteme f(1) = 0; f' = 423 + 32% + 22 + 1, tedy f'(1) = 0;
=222 +a+2, tedy (1) = 0; f" = 4z + 1, tedy f"”(1) = 0; a nakonec
""" = 4. Cili 1 je 4-nésobny kofen. A skuteéné, roznasobenim snadno ovéfime, Ze
(x — 1)* = f. Pfedpoklady véty jsou splnény, nebof charakteristika Zs je 5. O

Uloha. Naleznéte viechny dvojnasobné komplexni kofeny polynomu f = 28 +z46.

Resend. Je-li a alespoii dvojnésobnym kofenem polynomu f, pak je spoleénym koie-
nem polynomu f, f/, tedy = —a déli oba tyto polynomy, a tedy déli také NSD(f, f’).
Jak snadno spocteme Eukleidovym algoritmem, NSD(f, f') = 1, tedy f zadné vi-
cenasobné koreny nema. O

Poznamka. Je-li charakteristika oboru R pfili§ mald, véta neplati: miZe se stat,
ze f() (a) = 0. Podivdme-li se na zdvér dtikazu, zjistime problém v tom, Ze mize
nastat n! = 0. Napt. polynom f = z* + 23 € Z3[z] m4 trojndsobny kotfen 0, aviak
f/:IS a tak f”:f”':f””:~-~:O

, .

Véta 10.2 mé fadu aplikaci. Za v8echny uvedme algoritmus na feSeni jistého
typu linedrnich diferenc¢nich rovnic. Véta zde umoziiuje vypocetné uchopit pojem
nasobnosti kotene.

10.2. Linearni diferenéni rovnice.

V celém odstavci budeme uvazovat téleso T charakteristiky 0, které je algebraicky
uzaviené (tj. kazdy polynom z T[x] ma v T tolik kofend, kolik je jeho stupen; viz
posledni kapitola). Pro jakékoliv aplikace si vystac¢ime s t&lesem

T =C.
Definice. Soustavou diferencnich rovnic nad télesem T rozumime rovnice
Fo(xpn,...,Tnsk) =0, n=20,1,2,...,

kde F,, : TF*1 — T jsou néjaka zobrazeni. Resenim této soustavy je posloupnost
(25)22, prvki télesa T takovych, Ze jsou tyto rovnice splnény pro kazdé n.
Soustavu diferencnich rovnic nazyvame

e linedrni stupné k, pokud pro vSechna n

Fo(yo,- -+ Yk) = anoYo + @n1y1 + ... + GnkYk — Cny  ang # 0.
e homogenni, pokud ¢, = 0 pro vSechna n;
e s konstantnimi koeficienty, pokud Fy = Fy = F5 = . ..

Pocdtecnimi podminkami pro linearni diferen¢ni rovnici stupné k£ rozumime hod-
noty xg,...,Tgk—1-

V piipadé konstatnich koeficientti lze tedy hovofit o jedné rovnici. My se bu-
deme zajimat o homogenni linedrni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty,
tj. rovnice tvaru

(t) aoTn + @1Tp+1 + ... + apZpyr =0, n=20,1,2 ...,

kde ag,ay, ..., ax jsou koeficienty z T, aj # 0. VSimnéte si, Ze tato rovnice ma vzdy
néjaké feseni (napf. posloupnost samych nul) a jsou-li ddny pocateéni podminky,
pak je feSeni této rovnice pravé jedno.

Charakteristickym polynomem rovnice () rozumime polynom

X = ao + a1z + agx? + .. apx® € Tzl
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Ozna¢me uy, ..., U, jeho kofeny v T a s1, .. ., S, jejich ndsobnosti (diky algebraické
uzavienosti mame sy + - - + 8, = k).

Véta 10.3. Kazdd posloupnost, kterd je teSenim rovnice (1), lze vyjddrit jako li-
nedarni kombinace posloupnosti

(u?), (n-u}), (n®-uf), ..., (7" -ulh), j=1,...,m.

(Linedrni kombinace se rozumi ve vektorovém prostoru vsech posloupnosti nad T.)
Jsou-li dadny pocatecni podminky, dosadime do obecného feSeni hodnoty n =
0,...,k—1, ¢imz vyjde soustava linearnich rovnic, jejimz feSenim jsou koeficienty v
té linearni kombinaci. Nez Vétu 10.3 dokazeme, ilustrujeme algoritmus na nékolika
prikladech.
Pi¥iklad (Geometrickd posloupnost). Re$me rovnici
Tpy1 = 2,
s pocatecni podminkou ¢ = 1. Charakteristicky polynom této rovnice je x = = —2.
Polynom x ma jeden jednonasobny kofen z = 2, reSeni tedy ma tvar x, = a - 2"
pro néjaky koeficient a. Z pocateéni podminky, dosazenim n = 0, dopocteme 1 =
zo = a-2° = a. Tedy, jak kazdy vi,
T, = 2".

Priklad (Fibonacciho posloupnost). Resme rovnici

Tpn+1 = T + Tn—1
s pocateénimi podminkami zg = 0, 1 = 1. Charakteristicky polynom této rovnice
je x = 22 — x — 1 a jeho kofeny jsou u; = % auy = 1’2—\/5, oba jednonsobné.
Reseni tedy ma tvar

Tp=a-ul +b-ulf
pro néjaka a,b. Z pocatecnich podminek, dosazenim n = 0,1, ziskdme soustavu

a+b:0,au1+bu2:1,éilia:%,b:—%a

_ L (1B 1 (1-v5)
= 2 /5 2

Priklad. Re$me rovnici

Tn41 = Tn + Tpn—1 — Tn—2

s poc¢ateénimi podminkami zg = 0, z; = 1, 2 = 1. Charakteristicky polynom této
rovnice je x = 2* — 22 — 2 + 1 a jeho koFeny jsou uq = 1 a ug = —1, pfi¢em# kofen

u1 je dvojnisobny. Reseni tedy ma4 tvar
Tpn=a-1"+b-n-1"+c- (-1)"=a+b-n+c-(-1)"
pro néjaka a, b, c. Z pocatecnich podminek, dosazenim n = 0, 1, 2, ziskdme soustavu
a+c=0,a+b—c=1,a+2b+c=1 ajejim vypoctem reseni
1 1 1 n+1
= — — . _ —1 n — .
tm=gtymnog (Y {2}

Véta 10.3 je dusledkem nésledujicich dvou lemmat.

Lemma 10.4. Reseni rovnice (1) tvoii podprostor vektorového prostoru vsech po-
sloupnosti nad T.
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Diikaz. Potfebujeme dokazat uzavienost mnoziny vSech feSeni na operace vekto-

rovych prostort. Predné si vS§imnéte, Ze nulova posloupnost je feSenim. A pokud
posloupnosti (z;) a (y;) jsou FeSeni, tj. pokud pro vSechna n

k k
E ;Tpy; =0 a E iYn+i = 0,
=0 i=0

pak i w-(x;) = (uz;) a (x;) + (y;) = (x; + y;) jsou FeSeni, nebot

k k
g ULy = U - E iTpyi =u-0=0
i=0 i=0

k k k
Z ai(Tnti + Ynti) = Z a;Tnti + Z aiYnt+i =0+0=0
i=0 i=0 i=0
pro vsechna n. (I

Lemma 10.5. Posloupnosti

(uf), (n- u?_l), (n(n—1) - u?_Q), o (nn—=1)---(n—s;+2)- u?_sﬁ_l),

j=1,...,m, tvofi bdzi podprostoru vsech fesent rovnice (7).

Diikaz. Dimenze tohoto podprostoru je ziejmé < k, protoze feSeni rovnice () jsou
déna jednozna¢né svymi prvnimi k& hodnotami. Staci tedy dokazat, ze (1) jsou tyto
posloupnosti skuteéné feSenim rovnice (1) a ze (2) jsou linedrné nezavislé.

(1) Uvazujme j € {1,...,m} al € {0,...,s;—1}. Dokdzeme, Ze [-t4 posloupnost
odpovidajici j-tému kofeni je skutecné fesenim, tj. Ze pro kazdé n

k
Y ainti)nti-1)--(n+i—l+1)-ut =0,
i=0
Oznacime-li f polynom
k
f=az"-x= Zaix””,
i=0

miizeme uvedenou rovnost napsat jako
FO(uz) = 0.
Protoze u; je s;-nésobny kofen polynomu x i f, podle Véty 10.2 tato rovnost plati.
(2) Uvazujme prvnich k& hodnot posloupnosti ze znéni lemmatu jako vektory
(wg,...,75_1) € T*. Kdyby byly dané posloupnosti linearné zavislé, pak by byly
jisté linearné zavislé i tyto vektory v prostoru T*. Napisme je po Ffadcich do matice:

u§71
1 2uy (k — Lyub—?
0 2 (k—1)(k — 2)ub™?
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Tato matice by byla singularni, tedy i jeji sloupcové vektory by byly linearné zavislé;

oznacime-li ¢y, . . . , cx—1 koeficienty, aspon jeden nenulovy, s nimiz lze ze sloupcovych
vektori linedarné nakombinovat nulovy vektor, mame pro kazdé j =1,...,m
k—1 k—1 k—1 )
et =0 > it =0, .., Y eili—1)-(i—s;+2u; VT =0
i=0 i=0 i=0
Nyni uvazujme polynom f = Zf;ol c;z'. Uvedené rovnosti lze prepsat jako
FOuy) =0, fOu) =0, .., f70(wy) =0,

Podle Véty 10.2 mé tedy polynom f pro kazdé j = 1,...,m kofen u; nasobnosti
nejméné s;, ¢ili celkem mé nejméné k kofend (v€etné nasobnosti). Coz je ve sporu
s tim, ze deg f < k — 1. (Il

Dikaz Vety 10.3. Vzhledem k Lemmatu 10.4 lze znéni véty prelozit tak, ze po-
sloupnosti

(’Ua;)v (’I’L~U?), (nQU?)a SRR (n‘gj_l'u?)’ j=L....,m

tvofi bazi podprostoru Feseni. Zbyva dokazat, ze tyto posloupnosti generuji tentyz
podprostor jako posloupnosti

(u}), (n- u?_l)7 (n(n—1) ~u?_2), o (nn=1)---(n—s;+2)- u?_sjﬂ)

ze znéni Lemmatu 10.5. Pfendsobenim konstantou wu; ziskdme ekvivalentni sadu
posloupnosti

(uf), (n-uj), (n(n—1)-uj), ..., (n(n—1)---(n—s;+2) - uj)

a je vidét, Ze tuto sadu ziskdme z prvni (a naopak) pomoci linedrnich kombinaci. O

Diferen¢ni rovnice v praxi maji zpravidla redlné koeficienty i poc¢atecni pod-
minky. Pfi feSeni pfesto muzeme narazit na komplexni ¢isla: charakteristicky poly-
nom miize mit imaginarni kofeny. Vysledné feseni pak bude vyjadfeno pomoci kom-
plexnich ¢isel, pfestoze vSechny hodnoty posloupnosti jsou realné. To neni hezké.
Jak se komplexnich ¢isel zbavit?

Kdykoliv mé polynom x imaginarni kofen z = a+bi = r- (cos p+isinp), b # 0,
pak m4 také kofen zZ = a — bi = r- (cos p —isin ), a protoZze podle Moivreovy véty
2" =r" . (cosnp + isinnp) a 2% = r" - (cosny — isinne), v bazi prostoru Feseni
miizeme nahradit komplerni posloupnosti

(n®-2™) a (n®-z")
za rediné posloupnosti
(n®- 7™ - cosny) a (n®-r™ - sinngp).
Piiklad. Re$me rovnici
LTpt2 = —Tp

s pocatecnimi podminkami xg = 1 a 7 = 2. Charakteristicky polynom této rovnice
je x = 22 + 1 a jeho kofeny jsou u; =% a up = —i. Reseni podle Véty 10.3 tedy ma
tvar

Tp=a-i"+b-(=)"
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pro néjaké a, b. Z pocatecnich podminek dostaneme soustavu a+b =1, ai — bi = 2,
dlia=3—i,b=3+ia

2 2o = (% - z) it (% —1—2’) (i),

To nam do chovani posloupnosti dava pramaly vhled. Uzitim uvedeného triku bu-
deme hledat feseni tvaru

nw . nr
xn:a-0057+b-51n—

2
pro néjaka a,b (protoze i = cos § + isin 7). Z pocatecnich podminek dostaneme
soustavu a = 1 a b = 2 a hned vidime, zZe

nm g nmw
T, = COS — sin —.
2 2

Poznamka. Dokéazali jsme, Ze obecné feSeni rovnice (f) s redlnymi koeficienty je
linearni kombinaci posloupnosti tvaru

(f(n)-r"-cosng)  a  (f(n)-r"-sinng),
kde f je polynom a r, ¢ realna ¢isla. Jde tedy o kombinaci polynomialniho a expo-
nencialniho ristu ¢i klesani a oscilace.
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Obecné algebry

11. ALGEBRY

Cil. Abstraktnim konceptem, ktery stoji za celou moderni alge-
brou, je mnozina s danou sadou operact, tzv. algebra. Sezndmime
se se zdkladnimi strukturnimi pojmy jako podalgebra, generdtory,
direktni soucin a budeme zkoumat zobrazeni, kterd zachovdvaji
operace, tzv. homomorfismy. Hloubé&ji se podivame na pojem izo-
morfismu, tj. na otdazku, kdy jsou dvé struktury z algebraického
hlediska totozné.

11.1. Algebry.

V této chvili by mél byt ¢tenar seznamen se zédklady dvou klasickych algebraic-
kych disciplin: s linedrni algebrou a se zaklady komutativni algebry. Obé teorie
zacinaly podobnou definici: zavedla se jista struktura (vektorovy prostor, obor in-
tegrity) jako mnoZina, na niz jsou definovany néjaké operace splitujici jistou sadu
axiomi. Tento piistup vede k abstraktnimu pojmu algebry.

Definice. n-drni operaci na mnoziné A rozumime zobrazeni z A" = A X ... x A
do A. Specialné, 0-arni operace je zobrazeni z jednoprvkové mnoziny do A, tedy
konstanta. Misto 1-arni fikdme undrni, misto 2-arni fikame bindrni.

Definice. Typem algebry rozumime zobrazeni 7 : @ — N U {0}, kde Q je néjaka
mnozina (nazyva se mnoZina symboli, nebo téz jazyk). Algebra typu 7 je dvojice
A = (A F), kde A je neprazdnd mnozina (nosnd mnoZina, universum) a F je
zobrazeni z mnoziny {2 do mnoziny vSech operaci na A pfifazujici symbolu w néjakou
7(w)-arni operaci F,, na A. Vysledek operace F,, na prvcich ay, .. ., ar(w) Zapisujeme
jako
Fw(al, .o ,ar(w)).

Casto se typ zapisuje zkracend jako (ng,...,n;) (formélné vzato, uvazujte Q =
{1,...,k}) a algebry tohoto typu jako (A, f1,..., fx), kde f; je n;-4rni operace
odpovidajici i-tému symbolu.

Binéarni operace se zpravidla znac¢i symboly +, -, *, o apod., pro unarni operace
se ¢asto pouziva ’, — ¢i ~! (jako horni index, éti ,inverz“).

Tuénym pismem budeme vzdy znacit algebry, zatimco normalnim pismem jejich
nosné mnoziny. Neni-li vyslovné uvedeno jinak, oznac¢ime-li algebru A, predpokla-
dame, Ze jeji nosnd mnozina je A, a naopak. V bé&zné mluvé se rozdil mezi algebrou
a jejl nosnou mnozinou ¢asto stird a v ruénim zépise je (nedobrym) zvykem zna-
¢it algebru i jeji nosnou mnozinu stejné, byt, formélné vzato, jde o rtizné véci. V
tisténém textu je budeme striktné rozlisSovat s vyjimkou zavedenych znaceni typu
Z,Q,R apod.

Studiem obecnych algeber se zabyva obor univerzalni algebra. V tomto kurzu
se soustiedime na nékolik specidlnich t¥id algeber: obory integrity, grupy, okruhy a
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télesa. V kapitole vénované obecnym algebram se sezndmime s pojmy, které tyto
teorie sdili: podalgebry, direktni sou¢iny a homomorfismy.

Piiklad.

e Télesa i obory integrity jsou algebry typu (2,1,2,0,0) v jazyce Q = {+,—,-,0, 1}.
Napf. na mnoziné Z se tyto symboly mohou interpretovat jako obycejné sci-
tani, od¢itani a nasobeni, ¢imz vznikd obor Z = (Z,+,—,-,0,1). Nebo na
mnoziné {0, ...,p— 1} jako s¢itani, od¢itani a ndsobeni modulo p, ¢imz pro
prvocislo p vznika téleso Z,,.

Poznamenejme, ze déleni ani invertovani v télese nelze povazovat za ope-
raci, nebot neni definovdno vsude: 0~! neexistuje.

e Algebra (M,(T),+,—,-,0), kde M, (T) zna¢{ mnozinu vech matic n X n
nad télesem T, je jako algebra typu (2,1,2,0) zdkladnim piikladem struk-
tury zvané okruhy. (Jejich axiomy vzniknou z axiomi téles vypusténim
existence inverznich prvkt a komutativity nasobeni.)

e Grupy jsou algebry typu (2,1,0) v jazyce Q = {x,’,e}. Jejich axiomy ¥i-
kaji, ze bindrni operace * je asociativni, ma jednotku e a existuji inverzni
prvky znacené ’. Zakladnimi piiklady jsou algebra (S,,0,71,id), kde S,
zna¢i mnozinu vSech permutaci na n-prvkové mnoziné, * se interpretuje
jako sklddéni permutaci, ’ jako invertovani a e jako identickd permutace;
a algebra (GL,(T), ,” !, F), kde GL,(T) zna¢ mnozinu vSech regularnich
matic n X n nad télesem T, s operacemi maticového nasobeni, invertovani
a jednotkovou matici.

e Libovolny svaz (X, <) lze povazovat za algebru typu (2, 2) s operacemi V, A.

e Logické hodnoty 0,1 s operacemi konjunkce, disjunkce a negace tvori tzv.
dvouprvkovou Booleovu algebru ({0,1},A,V,—,0,1).

e Undrni algebry jsou algebry typu (1,1,...,1). Unarni algebry s jednou ope-
raci si lze predstavit jako orientované grafy, kde vystupni stupen kazdého
vrcholu je 1. S vice operacemi pak jako nékolik takovych rtuzné barevnych
grafi pfes sebe.

e Vektorovy prostor V nad télesem T lze povazovat za algebru

(‘/’+77707fa:a’€T)

typu (2,1,0,1,1,1,1,...), kde fo(v) = av jsou unérni operace skaldrniho
nasobeni prvkem a € T'. Uvédomte si, ze nasobeni vektoru skalarem nelze
povazovat za binarni operaci ve vySe uvedeném smyslu, nebot jde o zobra-
zeni T x V' — V. Proto je tfeba skalarni nasobeni rozbit do rfady unarnich
operaci f, : V — V| pro kazdé a € T jedna.

Vzhledem k tomu, Ze vSechny uvedené piiklady maji pouze konstanty, unarni a
binarni operace, budeme pro prehlednost v dalsim textu uvazovat pouze algebry
s operacemi arity < 2. Obecné definice jsou pro uplnost uvedeny na konci této
kapitoly.

11.2. Podalgebry.

Definice. Rekneme, Ze podmnozina B C A je uzavfena na
e binarni operaci *, pokud pro kazdé a,b € B plati a xb € B;
e undrni operaci ’, pokud pro kazdé b € B plati v/ € B;
e nuldrni operaci (konstantu) ¢, pokud ¢ € B.
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Algebra B se nazyva podalgebrou algebry A, pokud je mnozina B C A je uzaviena
na vSechny operace algebry A a operace algebry B jsou restrikcemi operaci algebry
A na mnozinu B. Znaéime B < A.

Je-li podmnozina ) # B C A uzaviena na vSechny operace algebry A, fekneme Ze
tvoTi podalgebru algebry A.

Priklad. (N,+,-) < (Z,+,") < (Q,+,") < (R, +,).

Priklad. Mnozina N netvoii podalgebru algebry (Z, +, —), protoZe napt. 1 —2 ¢ N.
Priklad. Mnozina {z € C : |z| = 1} tvofi podalgebru algebry (C,-), nikoliv vSak
algebry (C,+): soucin libovolnych dvou komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou 1

mé absolutni hodnotu 1, avsak napf. |1+ 1| # 1.

Tvrzeni 11.1. Bud A algebra a By, i € I, jeji podalgebry. Pak (\;,c; B; je bud
prdzdnd mnozina, nebo tvori podalgebru algebry A.

Jde-li o podalgebru, budeme ji znacit ()

Dikaz. Je-li
e * bindrni operace na A a a,b € (,.; B, pak a,b € B; pro kazdé i, tedy
a*be B; pro kazdé i, a tedy axb € (), B;
e ' unarni operace na A a b € (), el B;, pak b 6 B; pro kazdé i, tedy b’ € B;
pro kazdé i, a tedy b’ € (,c; B;
e c konstanta na A, pak c € B; pro kazdé i, a tedy ¢ €

lEI

ZEI
Tedy mnozina (,c; B; je uzaviena na vsechny operace, Cili je-li neprazdné, tvori
podalgebru algebry A. O

Pro sjednoceni obdobné tvrzeni neplati: uvazujte napt. algebru (Z,+) a podal-
gebry tvorené mnozinami 27 a 3Z: pak 2,3 € 2Z U 37Z, avsak 2+ 3 =5 ¢ 27 U 3Z.
Plati ale nasledujici:

Tvrzeni 11.2. Bud A algebra a B; < By < B3 < ... jeji podalgebry. Pak |
tvori podalgebru algebry A.
Dikaz. Je-li
e * binarni operace na A a a,b € |J,cy Bi, pak a € B; pro néjaké i a b € B
pro n&jaké j, tedy a,b € Bpax(i j), tedy a * b € Bpax(i,j), a tedy ax b €

zEN

Uien Bis
o’ &relzrni operace na A a b € | J;.y Bi, pak b € B; pro néjaké i, tedy b’ € By,
a tedy 0’ € J;cn Bi
e c konstanta na A, pak c € B; pro kazdé i, a tedy ¢ € |J;c Bi
Tedy mnozina (J;cy B; je uzaviena na vSechny operace algebry A. (I

Definice. Nejmensi podalgebra algebry A obsahujici danou podmnozinu X C A se
nazyva podalgebra generovand mnoZinou X a znadise (X)a. Rekneme, Ze algebra A
je generovana mnozinou X, pokud (X)a = A. Casto piseme zkracené (ai,...,a,)
misto ({a1,...,an}).

Tvrzeni 11.3. Je-li ) # X C A, pak (X)a existuje.

Diikaz. Vezmeme prinik vSech podalgeber algebry A obsahujicich mnozinu X.
Tento je podle Tvrzeni 11.1 opét podalgebrou, ktera obsahuje mnozinu X a zifejmé
je ze vsech takovych podalgeber nejmensi. O
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Prvky podalgebry (X)a lze najit tak, Ze za¢neme s prvky mnoziny X a apliko-
vanim operaci algebry A ziskdvame postupné dalsi prvky. Ve chvili, kdy uz zadnou
operaci algebry A nedostaneme nic nového, tj. kdyz uz je zkonstruovand mnozina
uzaviend na operace algebry A, ziskali jsme celou (X)a.

Piiklad.
(1)(z,+) = N: opakovanim operace + ziskdme z prvku 1 pravé vSechna pfirozena
¢isla.
Piiklad.
e (N,+)=(1), (Z,+) =(1,-1), (Z,+,—) = (1).
V prvni algebie kazdy prvek dostaneme jako 1 +1+...4 1. U celych ¢isel
potfebujeme nagenerovat i zaporna c¢isla a k tomu potiebujeme prvek —1
(nulu dostaneme jako 1+ (—1)). V posledni algebie véak mame operaci —,
takZze —1 nagenerujeme z jednicky.
e (N,) = (1,p : p je prvocislo) diky zakladni vété aritmetiky. Tato algebra
neni generovana zadnou koneénou mnozinou.
e Algebra (S,,,0) je generovina mnoZinou vSech transpozic, jak bylo doka-
zdno v kurzu linedrni algebry (kazd& permutace lze napsat jako slozeni
transpozic).

Ozna¢me Sub(A) mnoZinu vSech podmnozin A uzavienych na operace algebry
A a uvazujme usporddanou mnozinu

Sub(A) = (Sub(A), C).

Tvrzeni 11.4. Uspofadand mnoZina Sub(A) je dplngm svazem. PFitom pro kaz-
dou neprdzdnou mnozinu M C Sub(A) plati

inf M = ﬂ/\/l a supM = <UM>A'

Dikaz. Podle Tvrzeni 11.1 je prunik uzavienych podmnozin opét uzaviend pod-
mnozina, evidentné nejvétsi mezi témi, které jsou obsazeny ve vSech mnozinach z
M. Tedy existuji infima a podle Tvrzeni 1.1 jde o tUplny svaz. Pfitom nejmensi
podmnozina, kterd obsahuje vSechny prvky z kazdé B € M, je | J M; a nejmensi
podalgebra, kterd obsahuje | J M, je podalgebra touto mnoZinou generovand. O

Prestoze Sub(A) C P(A) = {B: B C A}, svaz Sub(A) neni podsvazem svazu
(P(A),C). Prusek v obou svazech je sice prunik, avSak spojeni v Sub(A) neni
sjednoceni!

11.3. Direktni souciny.

Definice. Direktnim soucinem algeber A; = (A;, F;), i = 1,...,n, stejného typu
rozumime algebru
Ap x--xA,=(A4; X - x Ay, F),
jejiz operace jsou definovany nasledovné:
e jsou-lixq,...,*, navzajem si odpovidajici binarni operace algeber Ay,..., A,
pak odpovidajici operaci * v algebfe A; x --- x A, definujeme predpisem
(a1, ..y an) * (b1,...,bn) = (a1 %1 b1, ..., an *p by)

pro kazdé a1,b; € A1, ..., an,b, € A,.
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e jsou-li’!, .../ navzijem si odpovidajici unarni operace algeber A1, ..., A,
pak odpovidajici operaci ’ v algebfe A; X --- x A,, definujeme predpisem

(ah ceey an)l = ((al)llv L (a”ﬂ)/n)

pro kazdé ay € Ay, ..., a, € A,.
e jsou-li cq,...,c, navzdjem si odpovidajici konstanty algeber Aq,..., A,
pak odpovidajici konstantu ¢ v algebie A X - - - x A,, definujeme pfedpisem

c=(c1y...,¢pn)-

Tedy operace provadime po slozkach, podobné jako s vektory. Pod pojmem na-
vzdjem si odpovidajici operace rozumime operace prifazené témuz symbolu w € €.

11.4. Homomorfismy.

Zobrazenim mezi dvéma matematickymi objekty, ktera zachovavaji jejich struk-
turu, se fikd homomorfismy. Tento pojem by mél Ctenar znéat napt. z diskrétni
matematiky pro grafy, nebo z linearni algebry pro vektorové prostory. Zde tento
pojem zavedeme pro obecné algebry.

Definice. Bud A a B algebry stejného typu. Zobrazeni ¢ : A — B se nazyva
homomorfismus algeber A, B, piseme ¢ : A — B, pokud
e pro kazdou binarni operaci * algebry A a odpovidajici operaci o algebry B
plati pro kazdé a,b € A
p(axb) = p(a) o p(b);
e pro kazdou unarni operaci ’ algebry A a odpovidajici operaci ” algebry B
plati pro kazdé a € A

p(a’) = p(a)";
e pro kazdou konstantu c algebry A a odpovidajici konstantu d algebry B
plati
p(c) =d.

Pouziva se nasledujici terminologie:
e monomorfismus, neboli vnofent, je prosty homomorfismus (nékdy se znaci
Sipkou <),
e epimorfismus je homomorfismus na (nékdy se znadi Sipkou —»),
e izomorfismus je homomorfismus, ktery je bijekci (uzivéa se symbol ~),

a déle
e endomorfismem algebry A rozumime homomorfismus z A do A,
e automorfismem algebry A rozumime izomorfismus z A do A.
Definice. Bud ¢ : A — B homomorfismus. Definujeme

e jddro homomorfismu ¢ predpisem
ker(¢) = {(a,b) € Ax A p(a) = p(b)};
e obraz homomorfismu ¢ predpisem
Im(p) = {b € B: b= p(a) pro n&jaké a € A}.
Tvrzeni 11.5. Bud ¢ : A — B homomorfismus. Pak

(1) ker(y) je ekvivalence na mnoziné A;
(2) Im(y) tvori podalgebru algebry B.
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Diikaz. (1) je ocividna. (2) Je-li

e x binarni operace na A a o odpovidajici operace na B, pak pro by,b; €
Im(p) mizeme napsat by = p(a1) a ba = p(az) pro néjakd ai,az € A, a
tedy b1 o by = p(a1) o p(az) = ¢(a1 * az) € Im(p);

e ' unérni operace na A a " odpovidajici operace na B, pak pro b € Im(p)
mizeme napsat b = ¢(a) pro néjaké a € A, a tedy b’ = p(a)” = ¢(a') €
Im(¢);

e ¢ konstanta na A a d odpovidajici konstanta na B, pak d = ¢(c) € Im(p).

Priklad.

e Zobrazeni (C,:) — (R,-), z — |z|, je homomorfismus, nebot |z1 - 25| =
|21] - |22]. Jeho jadrem je ekvivalence, jejiz bloky jsou soustfedné kruznice
se stfedem v nule. Jeho obrazem jsou nezaporna realna cisla.

e Zobrazeni (C,+) — (R,+), z — |z|, nen{ homomorfismus, nebot |1 +
(=1)] =0, ovSem |1] + | — 1| =2.

e Zobrazeni (R, +) — (R,-), z — 2%, je homomorfismus, nebot 2% = 2%.2Y,
Jeho jadro je trivialni, jeho obrazem jsou vSechna kladné redlna ¢isla.

e Zobrazeni (Z,+,) — ({0,...,n — 1}, + mod ny modn), & — x modn, je
epimorfismus. Jeho jiddrem je ekvivalence = (mod n).

Ulohy typu ,najdéte viechny homomorfismy A — B lze Fesit mnoha zpiisoby,
predvedeme dva typické. Prvni metoda vychazi z toho, ze homomorfismy jsou ur-
¢eny svymi hodnotami na generatorech (podobné jako u vektorovych prostorit).

Uloha. Najdéte vSechny homomorfismy (N, +) — (N, +).

Resgeni. Uvazujme homomorfismus . Protoze (N,+) = (1), z hodnoty v bodé 1
dopoc¢teme hodnoty ve v8ech bodech: je-li p(1) = k, pak

en)=pd+...+ 1) =p1)+...+ p(1) = kn.

n n

Pfitom je vidét, ze pro libovolné k € N je zobrazeni n — kn homomorfismus. [

Je-li generatoru prilis mnoho, jako v nasledujicim pfipadé, mizeme zkusit vyuzit
existence prvki se zvlastnimi vlastnostmi.

Uloha. Najdéte vSechny homomorfismy (Z,-) — (Z,+).

Reseni. Uvazujme homomorfismus ¢. Protoze »(0) = (0 - 0) = (0) + ¢(0), musi
byt ¢(0) = 0. Z toho plyne 0 = ¢(0) = ¢(n - 0) = p(n) + ¢(0) = ¢(n) pro kazdé n.
Existuje tedy jediny homomorfismus n — 0. (]
Tvrzeni 11.6. Bud A,B,C algebry stejného typu a ¢ : A — B avy : B —» C
homomorfismy. Pak

(1) sloZené zobrazeni v o ¢ je homomorfismus A — C;

(2) je-li ¢ izomorfismus, pak inverzni zobrazeni p~! je izomorfismus B — A.
Diikaz. (1) Ovéiime, Ze 1) o ¢ zachovava vSechny operace.

e Jsou-li %, + a - odpovidajici binarni operace na A, B a C , pak

Vai,as € A (a1 x az) = p(a1) + p(az),
Vbi,be € B (b1 + ba) = ¢(by) - 1(ba),
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a tedy pro vSechna ai,as € A
(o p)(ar * az) = (p(ar * az)) = P(p(ar) + ¢(az))
= ¥(p(a1)) - P(p(az)) = (Yo p)(a1) - (¥ o p)(az).

e Jsou-li’, " a’" odpovidajici unarni operace na A, B a C , pak
Vae A o(d) =(p(a)”, VYbeB ") =((1))",
a tedy

Vae A (Yop)(d)=1(p(a) = v(p(a)") =¢(p(a)” = (o p)(a)”.

e Jsou-li ¢, d a e odpovidajici konstanty na A, B a C , pak p(c) = d, ¥(d) = e,
a tedy (¢ o )(c) =¥(p(c)) =9(d) =e.

(2) Ovétime, Ze ! zachovava vSechny operace.

e Jsou-li *x a + odpovidajici binarni operace na A a B, pak pro vsSechna

b1,bo € B
b1+ by = (¢ (b1)) + (™ (b2)) = (0™ H(br) * 9~ (ba)),

a tedy

7 b1 +b2) = o7 (T H(b1) x0T (2))) = 97 (b1) x 9 (ba).
e Jsou-li " a ” odpovidajici unarni operace na A a B, pak pro vSechna b € B

b = (7 1(6)" = (™1 (b)),
a tedy
e = T el )) = TN D)
e Jsou-li ¢ a d odpovidajici konstanty na A a B, pak ¢(c) = d, a tedy
—1( 7\ —
(d) =c
([l

11.5. Izomorfni algebry.

Rekneme, Ze algebry A a B jsou izomorfni, znaé¢ime A ~ B, pokud existuje izo-
morfismus A — B, tj. vzijemné jednoznacné zobrazeni mezi nosnymi mnozinami,
které zachovava vsechny operace. Tento pojem si lze predstavit jako ,kopirovani
algeber“: mame-li algebru A, pro jednoduchost uvazujme bindrni A = (4, %), a
bijektivni zobrazeni ¢ : A — B, mUzeme na B ,prekopirovat® operaci * predpisem

aob= (e~ (a)* 7 ().
Z Tvrzeni 11.6(2) plyne, ze ¢ bude izomorfismus algeber (4,x*) a (B,o); kazdy
izomorfismus si 1ze predstavit timto zpisobem. Je vidét, ze izomorfni algebry maji
stejné ,algebraické vlastnosti“ (nebudeme se poustét do toho, co to pfesné zna-
mend), jedna je kopii druhé, pouze doslo k pfejmenovani prvkd.
Piiklad. Algebry

({071}7+m0d 2) a ({17_1}a')

jsou izomorfni. Podivejme se na tabulky téchto operaci:

+10 1 -1
00 1 -1
111 0 1

Tyto tabulky vypadaji podobné: jedna je kopii druhé, pokud prepiseme 0 — 1,
1 — —1. A skute¢né, toto zobrazeni je, jak snadno ovérite, izomorfismus.
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Priklad. Algebry

C,+) a [R,+)xR,+)
jsou izomorfni. Intuitivné, komplexni ¢isla se séitaji tak, Ze se s¢itaji jejich realné
slozky, jednu algebru z druhé dostaneme piepisem a + bi — (a,b). Formalng, toto
zobrazeni je, jak snadno ovéfite, izomorfismus.

Poznamenejme jesté, ze jde o analogii pojmu izomorfismus grafi zndmy z dis-
krétni matematiky: dva grafy jsou izomorfni, pokud existuje bijekce mezi jejich
vrcholy, ktera zachovéava hrany, tj. vrcholy z, y jsou spojeny hranou v jednom grafu
pravé tehdy, kdyZ jsou jejich obrazy spojeny hranou v druhém grafu. Tedy druhy
graf je kopii prvniho, pouze s jinymi nazvy vrcholi.

Tvrzeni 11.7. Relace ~ je ekvivalenci na tridé vsech algeber daného typu.

Driikaz. Reflexivita plyne z toho, ze identita je izomorfismus. Symetrie z toho, ze
inverzni zobrazeni k izomorfismu je izomorfismus. A tranzitivita z toho, Ze slozeni
izomorfismi je izomorfismus. O

Obtiznéjsi tlohou je dokazat, ze dané dvé algebry nejsou izomorfni. Jsou-li, stac¢i
napsat néjaky izomorfismus. Nejsou-li, musime néjak dokazat, ze zadné zobrazeni
mezi nimi izomorfismem neni.

Priklad. Algebry (Z,-) a (Z,+) nejsou izomorfni, protoze, jak jsme ukdzali v
minulém odstavci, jeding homomorfismus je n +— 0.

Najit vsechny homomorfismy ovSem zpravidla neni snadné, casto se tedy hleda
tzv. invariant. To je vlastnost V takova, ze kdykoliv jsou néjaké algebry A, B
izomorfni a A m4a vlastnost V', pak B ma vlastnost V. Napf.

e pocet prvki algebry je invariantem (mezi rizné velkymi mnozinami neexis-
tuje viibec Zadna bijekce);

e minimalni pocet generatort je invariantem;

e rovnosti (komutativita, asociativita, apod.);

e existence vyzna¢nych prvkil (napf. vlastnosti typu ,JaVy x*xy =z, coz v
lidském jazyce Fikd, Ze existuje tzv. nulovy prvek vzhledem k operaci *);

e pro grupy jsou velmi ¢innym invariantem Fady prvki, viz Sekce 14.1.

Obecné lze Tici, ze invariantem je jakakoliv vlastnost, kterou lze vyjadrit pomoci
kvantifikatort, proménnych, logickych spojek, rovnitka a operaci danych algeber
(tj. tzv. formuli 1. fddu v daném jazyce). P¥ipadné lze vyuzivat dalsich pojm,
které jsou podobnym zptsobem definovany.

Piiklad. Algebry
((C’ ) a (Rv ) X (Rv )

nejsou izomortni. (Zobrazeni a+bi — (a, b) evidentné izomorfismus neni, komplexni
¢isla se nendsobi po slozkdch.) Invariantem je nap¥. vlastnost Vady y -y = z¢,
ktera ¥ikd, Ze pro kazdy prvek existuje jeho druhd odmocnina. Algebra (C,-) tuto
vlastnost mé, zatimco v algebie (R,:) x (R,-) jsou prvky, které odmocnit nelze,
napt. (—1,—1). Zbyva dokazat, Zze to je skuteéné invariant. Mé&jme tedy algebru
A s touto vlastnosti a izomorfismus ¢ : A — B. Zvolme prvek a € B. Jak najit
prvek b € B spliujici b - b = a? Protoze je ¢ bijekce, existuje z € A takové, Ze
o(z) = a. K nému existuje y € A s vlastnosti y -y = z, poloZzme tedy b = p(y). Pak
a=¢@) =9y y)=ey) ely)=>-b.
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Piiklad. Algebry

(N,+) a (R,+)
nejsou izomorfni hned z nékolika dtivodi. Pfedné, nejsou stejné velké. Déale (N, +) =
(1), kdezto algebru (R, +) nelze nagenerovat jednim prvkem. Kromé toho v (R, +)
existuje nulovy prvek (invariant ,JxVy y + = = y*), v N nikoliv. (DokaZte sami, Ze
jsou uvedené vlastnosti invariantem!)

12. * ALGEBRY V OBECNEM JAZYCE

Cil. V nékterych aplikacich (zejména v informatice) se hodi za-
vést algebry obecného typu, bez omezeni na aritu operaci. V této
sekci uvddime obecné definice pojmu z predchozi sekce.

Zopakujme, Ze typem algebry rozumime zobrazeni 7 : Q@ — N U {0} a Ze algebra

typu T je dvojice A = (A, F), kde A je neprdzdnd mnoZina a F je zobrazeni z
mnoziny © do mnoziny vSech operaci na A pfifazujici symbolu w néjakou 7(w)-4rni
operaci F, na A. Vysledek operace F, na prvcich ay,...,a,(,) zapisujeme jako
Fw(ah v 7a‘r(w))'
Definice. Rekneme, Ze podmnozina B C A je uzaviena na n-arni operaci f, pokud
pro kazdé aq,...,a, € B plati f(ay,...,a,) € B. Algebra B se nazyva podalgebrou
algebry A, pokud je mnozina B C A je uzaviena na vSechny operace algebry A a
operace algebry B jsou restrikcemi operaci algebry A na mnozinu B.

I v obecném ptipadé je prunik uzavienych podmnozin a sjednoceni fetézce uza-
vienych podmnozin uzaviend podmnozina a uzaviené podmnoziny algebry A také
tvoii iplny svaz Sub(A). Stejné jako v predchozi sekci se definuje podalgebra ge-
nerovand danou podmnozinou a dokaze se jeji existence.

Definice. Kartézskyj soucin mnozin A;, i € I, je mnoZina
HAi ={f:I— UAi : (@) € A; pro vSechna i}.
il =
Je-li I ={1,...,n}, zapisujeme zobrazeni f zpravidla jako vektor (a; = f(7)), tj.
Ay x ... x A, ={(a1,...,a,) : a; € A; pro viechna i}.
Definice. Direkini soucin algeber A, = (A;, F;), i € I, stejného typu, je algebra
1A =45,
i€l il
kde operace F,, je definovana predpisem
Fw(flv .o 7.f‘r(w)) Dl (Fi)w(fl(i)v SRR fT(w)(Z))

pro kazdé w € Q a fi,..., frw) € [[;c; Ai- Tedy je-li I = {1,...,n} a uzijeme-li
,wvektorové znaceni“, operace se provadéji po slozkach.

Definice. Bud A = (A, F) a B = (B, () algebry stejného typu. Zobrazeni ¢ :
A — B se nazyva homomorfismus algeber A, B, pokud

@(Fw(alv s 7aT(w))) = Gw(@(al)a R @(ar(w)))
pro kazdé w € Q a ay,...,a-) € A.
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Stejné jako v predchozi sekci se zavedou pojmy mono-, epi-, izo-, endo- a au-
tomorfismu, jddro a obraz a analogicky se dokaze tvrzeni o skladani a invertovani
homomorfismu. Vsechna pozorovani o izomorfnich algebrach lze prislusné zobecnit.
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Grupy

13. ZAKLADNI VLASTNOSTI

Cil. Zavedeme pojem grupy a uvedeme Tadu prikladi. Pro grupy
adaptujeme pojmy z predchozi kapitoly (podgrupy, generdtory, ho-
momorfismy atd.) a na zdvér dokdZeme dvé véty o reprezentaci:
kazdou grupu lze (aZ na izomorfismus) povaZovat za grupu permau-
taci a kazdou konecnou grupu za grupu reguldrnich matic.

13.1. Abelovské grupy.

Premysleli jste nékdy o ,vektorovém prostoru nad Z“? Tak tomu se fika abe-
lovska grupa. Jde o pomérné uzite¢nou strukturu: napf. fadu v praxi pouzivanych
kryptosystémii lze interpretovat jako pocitani v jistych kone¢nych abelovskych gru-
pach. Teorie abelovskych grup také pomahd vyjasnit fadu véci v teorii ¢isel.

Definice. Abelovskou grupou nazyvame algebru A = (A4, *,’ ¢e) typu (2,1,0) spl-
nujici pro kazdé a,b,c € A
(1) ax(bxc)=(axb)*c,
(2) axb="bxa,
(3) axe=a,
(4) axa =e.

Prvku e se fiké jednotka, prvku o’ inverzni prvek k a.

V konkrétnich prikladech byva typickou trojici operaci +, —, 0, pak hovofime o
aditivnim zdpise (a misto z + (—y) piSeme z — y); resp. trojice -, 71, 1, tzv. multipli-
kativni zdpis.

Priklad.
e (Aditivni) grupa celych ¢isel
Z=(Z,+,—,0).
o Cyklické grupy
Zn = ({0,1,...,n — 1}, 4 mod ns — mod n;0)

s operacemi +, — modulo n.
e Pro libovolné téleso T lze uvazovat
— aditivnt grupu (T,+,—,0) a
— multiplikativni grupu T* = (T ~ {0},-,71,1).
(Pfipomenime télesa Q,R,C a pro kryptografii zvlasté uziteéna konecna
télesa.)
e Obecnéji, grupa invertibilnich prvki R* daného komutativniho okruhu s

vvvvv
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e Grupa komplexnich jednotek ({z € C : |z| = 1},-,71,1) a jeji podgrupy.
Mezi nimi jmenujme napt. grupy C,, sestavajici ze vsech kofenti polynomu
z" —1 a tzv. Priferovu p-grupu Cpe = Jre C,x sestavajici ze vSech kom-
plexnich ¢isel z spliujicich 2 =1 pro néjaké k.

e Existuje fada geometrickych i algebraickych konstrukei abelovskych grup, z
nichz nékteré maji vyznamné aplikace v kryptografii (viz Diffie-Hellmantv
protokol, ktery budeme diskutovat pozdéji). Mezi nejdilezitéjsi patii kon-
strukce pomoci eliptickych kiivek a pomoci kvadratickych rozsifeni téles.

Poznamka. PfestoZe existuje fada nejriznéjsich konstrukci koneénych abelov-
skych grup, ve skutecnosti jich je, aZ na izomorfismus, pomérné malo: Véta 15.1
tika, ze kazda konecna abelovska grupa je izomorfni direktnimu soucinu cyklickych
grup

Z X...X7
Pt prns

kde p’fl, ..., pk jsou n&jaké mocniny prvoéisel. Problém je v tom, Ze nalézt uvedeny
izomorfismus miize byt velmi tézké. (Nekoneénych abelovskych grup je spousta.)

Tvrzeni 13.1. Oznacéme R* mnoZinu vsech invertibilnich prvki daného komuta-
tivntho okruhu s jednotkou R. Pak R* = (R*,-,71 1) je abelovskd grupa.

Diikaz. Pfedné ujasnéme, co rozumime operaci ~': je-li a invertibilni, existuje
(pravé jeden) prvek b splitujici a - b = 1. Definujeme a~! = b.

MnoZina R* je uzaviena na vSechny operace, nebot 1 je invertibilni a jsou-li a, b
invertibilni, pak (a-b)-(a=*-b"1) = (a-a~1)-(b-b~1) = 1, tedy a - b je invertibilni
také. Axiomy grup jsou splnény piimo z definice komutativniho okruhu. ([l

Priklad.

e V oboru Z jsou invertibilni pouze prvky 1. Tedy Z* je dvouprvkova grupa.

e V oboru Z[i] jsou invertibilni pouze prvky +1, +i. Tedy Z[i]* je étyfprvkova
grupa a neni tézké nahlédnout, ze Z[i]* ~ Zj.

e V oboru RJ[z] jsou invertibilni pravé polynomy stupné 0, jejichz clen je
invertibilni v oboru R. Tedy R[z]* = R*.

Priklad. Prvky grupy Z? jsou pravé vSechna ¢islaa € {1,...,n—1} nesoudélné s n.
(Pfipomenime, Ze operaci je nasobeni modulo n). Soudéln4 ¢isla zfejmé invertibilni
byt nemohou: je-li d = NSD(a,n), pak d | ab mod n pro libovolné b, vysledek tedy
nemuze byt 1. Naopak, jsou-li a, n nesoudélna, jsou dva zpusoby, jak nalézt inverzni
prvek:

e pomoci Eulerovy véty: protoze a®™ =1 (mod n), inverzni prvek k a je
a?™~1 mod n.

e pomoci Fukleidova algoritmu: spocteme Bézoutovy koeficienty u, v spliujici
1 =NSD(a,n) = ua + vn, a protoze ua = 1 (mod n), inverzni prvek k a je

u mod n.

A jak to je se slibenou analogii ,vektorového prostoru nad Z“? Vsimnéte si, Ze
vektorovy prostor se definuje jako abelovskd grupa, na které je zavedeno skalarni
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néasobeni spliiujici jisté axiomy. Definujme tedy pro kazdé a € Aan € Z

e n=>0

a*xa*---*aq n>0
nxa=4{

a xa' x---xd n<0

—n

Tedy v aditivnim zapise mame n X a = a + ... + a = na a v multiplikativhim
nXxa=a-...-a=a" Zapomoci Tvrzeni 13.2 je celkem snadnym (i kdyz trochu
pracnym) cviéenim ovéfit, ze pro véechna a,b € A am,n € Z je

(m+4+n)xa=(mxa)x(nxa), (m-n)xa=mx(nXxa),
mx (axb)=(mxa)*(mxb), (—m)xa=(mxa),

tj. Zze jsou splnény vSechny axiomy vektorovych prostorti az na to, Ze Z neni téleso.
Odborné se takovym algebram iikd Z-moduly. (Viz téz Sekce 20.)

13.2. Obecné grupy.

Motivaci pro vznik teorie obecnych (nekomutativnich) grup bylo studium trans-
formaci dané mnoziny, a to jak diskrétnich (permutace na kone¢né mnoziné), tak
napft. geometrickych (akce reguldrnich matic na vektorech). Teorie obecnych grup
se ubird dost jinym smérem nez teorie grup abelovskych, avSak iplné zéklady v
rozsahu tvodni sekce maji spoleéné. Abychom usetfili Cas a sily, zacneme budo-
vat obé teorie spolecné. Dalsi dvé sekce se pak budou tykat témét vyhradné grup
abelovskych, zatimco zbytek kapitoly bude pfevazné o grupach obecnych.

Definice. Grupou nazyvame algebru G = (G, *,’,e) typu (2,1,0) spliiujici pro
kazdé a,b,c € G

(1) ax(b*xc)=(axb)*c,

(2) axe=exa=a,

(3) axd =d *xa=e.

Prvku e se fik4 jednotka, prvku o’ inverzni prvek k a.

Tedy abelovské grupy jsou takové grupy, jejichz binarni operace je komutativni.
Poznamenejme, Ze algebry (G, *) spliiujici podminku (1) se nazgvaji pologrupy a
algebry (G, *, e) spliiujici podminky (1) a (2) se nazyvaji monoidy.

Stejné jako v abelovskjch grupach se obvykle pouziva aditivni a zejména mul-
tiplikativni zapis (i my tak budeme ¢init v dalsich sekcich).

Priklad.

o Symetrickd grupa

Sx = ({m: 7 je permutace na mnoziné X},o,” ', id),

kde o zna¢i sklddani permutaci, ~! invertovani permutaci a id identitu (tj.

zobrazeni © — z). Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sy piSeme S,,. Mezi
jejimi podgrupami zmifime napf.
— alternugici grupu A, vSech sudych permutaci;
— dihedralni grupu Do, vSech symetrii pravidelného n-thelnika;
— nejruznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismi grafi a
dalsich struktur, ...
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o Obecna linedrnt grupa

GL,(T) = ({A : A je regularni matice n x n nad télesem T},-, ' F),

kde - znaéi maticové ndsobeni, ~! invertovani (reguldrnich) matic a E jed-

notkovou matici. Mezi jejimi podgrupami zminme napf.

— specialnd linedrni grupu SL,(T) vSech matic s determinantem 1;

— ortogondlni grupu O, (T) vSech ortogonélnich matic, tj. takovych A,
co spliuji AAT = E. (Nad télesem R to odpovidd maticim, jejichz
radky, resp. sloupce, jsou ortonormalni vektory vzhledem k standard-
nimu skaldrnimu souéinu.)

e Kuaternionovd grupa Q na mnoziné {+1, +i, +4, +k} s ndsobenim danym
predpisy

P=2=k=-1, ij=—ji=k, ik=—ki=—j, jk=—kj=1i.

Jde o rozsifeni grupy {£1, +i} < C* a rozsifit 1ze i samo téleso komplexnich
¢isel na tzv. kvaterniony, coz jsou ,Cisla“ tvaru a+bi+cj+dk, a,b,c,d € R.
Kvaterniony tvori nekomutativni téleso.

Symetrické a linedrni grupy jsou v jistém smyslu charakteristické priklady, nebot
kazdou grupu lze vnofit do néjaké symetrické grupy (Cayleyova reprezentace) a
kazdou kone¢nou grupu lze vnorit do néjaké obecné linearni grupy nad libovolnym
télesem (linedrni reprezentace) — viz Véty 13.7 a 13.8.

Priklad. Oblibenou kratochvili je hleddni malych grup. Nésledujici tabulka ob-
sahuje seznam vSech (aZ na izomorfismus) nejvyse 11l-prvkovych grup a nékolik
obecnych vysledki; zde p znadi libovolné prvocislo. (Tj. kazda grupa s n prvky je
izomorfni pravé jedné z grup uvedenych v pravém sloupci.)

n grupy s n prvky
1 7

2 Zy

3 Zs

4 Z4, ZQ X ZQ

5 Zs

6 Zs, S3 = Dg
7 7

8 Zg, ZQ X Z47 ZQ X ZQ X ZQ, Dg, Q
p Ly

P L, Ty x Loy
2p ng, D2p

V soucasné dobé je znam seznam vsSech grup az do velikosti 2047.

Podobné jako u oboru integrity se do definice grupy nevesla fada elementarnich
vlastnosti:

Tvrzeni 13.2. Bud G = (G,*,’,e) grupa a a,b,c € G. Pak
(1) jestlife a*x c="bxc nebo cxa = cxb, pak a =b (kraceni);
(2) jestlize axu = a nebo uxa = a pro néjaké u € A, pak u = e (jednozna¢nost
jednotky);
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(3) jestlize axu = e nebo uxa = e pro néjaké u € A, pak u = o’ (jednozna¢nost
inverznich prvki);

(4) (@) =a;

(5) (axb) =0 *d.

Diikaz. (1) Je-li a*c =Dbxc, pak také (a*c) ¢’ = (bxc)* ¢ a pouzitim vSech t¥
axiomil dostaneme (a*c)*x¢ = ax (cxc) =a*e =a apodobné (bxc)xc =b.
Tedy a = b. Analogicky pro c*a = c¢x*b.
(2) Je-li a*u =a = a=x*e, krdcenim dostavame u = e. Analogicky pro u xa = a.
(3) Je-li axu = e = ax*a’, krdcenim dostdvame u = a’. Analogicky pro ux*a = e.
(4) Protoze a’ * a = e, z jednoznacnosti inverzi dostavdme a = (a')’.
(5) Protoze (axb)*(b'*a’) = ax(bxb')*a’ = axexa’ = axa’ = e, z jednoznacénosti
inverzi dostavame (a xb) = b xa'. O

Stejné jako pro abelovské grupy zavedeme znaceni n X a pro a *a * - - - * @, resp.
a' xa' *---xa'. Pomoci vlastnosti (4),(5) lze ovéfit, ze pro vSechna a,ba m,n € Z

(m+4+n)xa=(mxa)x(nxa), (m-n)xa=mx(nxa),
m X (a*b) = (m x a)x (m xb), (—m) xa=(mxa).

13.3. Podgrupy, direktni souéiny, homomorfismy.

Misto podalgeber grupy G = (G, *,’, e) mluvime o podgrupdch. Tedy podmno-
zina H C (G tvori podgrupu grupy G, pokud je uzaviena na vSechny operace, tj.
pokud e € H,a' € H aaxb e H pro kazdé a,b € H. Piseme H < G. Podgrupy
G a {e} nazyvame nevlastni. Je ziejmé, ze podgrupy splituji vSechny axiomy grup
a jsou to tedy také grupy.

Zopakujme, Ze nejmensi podgrupa grupy G obsahujici danou mnozinu X C G
se nazyva podgrupa generovand mnoZinou X a znadi se (X)g.

Tvrzeni 13.3. Bud G = (G, *,’,¢) grupa a § # X C G. Pak

(X)a = {(k1xx1)*(kaxxza)*. . x(kpxxy) :n € Njay, ... ,xn € X, k1,...,kn € Z}.
Tedy v aditivnim zapise by bylo
(X)a ={kix1 + kaza+ ...+ kpxn :neNz, ...,z € X, ki,...,kn €Z}.

a v multiplikativnim zapise

(X)g={alr-ab> afineNaz,. .z, € X, k. ky €Z).

n

Dikaz. Ozna¢me M = {kyx1 + kawas + ... + kn¥n : T1,...,2p € X, k1,... .k, €
Z}. Predné je tieba si uvédomit, Ze libovolny prvek mnoziny M lze nagenerovat z
mnoziny X: protoze x; € X, mame také z} € (X), tudiz také k; x z; € (X), a tedy
i vysledek operace * na téchto prvcich nélezi (X).

Zbyva ovérit, ze mnozina M tvoii podgrupu. Uzavienost na * je ziejma, vysledek
operace na dva prvky uvedeného tvaru je opét prvek uvedeného tvaru (pro vétsi n).
Z Tvrzeni 13.2 plyne, ze ((k1 X x1) *... % (kn X 2p)) = (k1 xx1) *. .. % (=ky X Ty),
a konstanta e lze vyjadrit jako 0 x z. ]

Priklad.
e (a,b)z = {ua + vb:u,v € Z} = (NSD(a, b))z diky Bézoutové rovnosti.
o (2,i)c ={2u+vi:u,veZ}
o (2,i)ee = {2¢ ¥ tu,v € T} = {£2%, £i2% 1 u € Z}.
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Bud G = (G,*,’,e) a H = (H,-,71,1) dvé grupy. Zobrazeni ¢ : G — H je
homomorfismus téchto grup, pokud pro kazdé a,b € G plati

plaxd) =p(a) pb), ¢la)=p@™ a ¢le)=1
Pojmy monomorfismus (neboli vnofent), epimorfismus, izomorfismus, endomorfis-
mus a automorfismus se pouzivaji stejné jako pro obecné algebry. Definujeme

® jddro homomorfismu ¢ predpisem
Ker(g) = {a € G p(a) = 1};
e obraz homomorfismu ¢ predpisem
Im(p) = {b € H : b= p(a) pro n&jaké a € G}.

Tedy jadro je blok [e] ekvivalence ker(y), definice obrazu se shoduje s definici pro
obecné algebry.

Tvrzeni 13.4. Bud G = (G,*,",e) a H = (H,-,71,1) grupy a ¢ : G — H
zobrazend.

(1) Pokud plati pro viechna a,b € G

p(a*b) = p(a) - p(b),

pak je ¢ homomorfismus téchto grup.
(2) Je-li ¢ homomorfismus, pak Ker(p) tvort podrupu G a Im(yp) podgrupu H.
(3) Homomorfismus ¢ je prosty pravé tehdy, kdyz je Ker(p) = {e}.

Diikaz. (1) Nejprve dokdzeme, ze p(e) = 1. Protoze p(e) = p(e*xe) = ¢(e) - p(e),
z jednoznacnosti jednotky v grupé H plyne p(e) = 1. A déle dokdzeme, Ze p(a’) =
¢(a)~! prokazdé a € G. Protoze 1 = ¢(e) = p(axa’) = p(a)-¢(a’), z jednoznacnosti
inverzt v grupé H plyne op(a’) = ¢(a)~!.

(2) el p(a) = p(b) = 1, pak p(a ) = p(a) - p(b) = 1-1 = 1 a p(a) =
p(a)~! = 17! = 1. Navic p(e) = 1, takze Ker(p) je uzavieno na vsechny operace
grupy G. Pro obraz sta¢i pouzit obecné Tvrzeni 11.5.

(3) Je-li  prosté, pak se dva rtizné prvky nemohou zobrazovat na 1, takze Ker(y)
musi obsahovat jen prvek e. Naopak, neni-li ¢ prosté, tedy ¢(a) = ¢(b) pro néjaka
a#b,atedy 1 =p(a) o)1 =p(axl), takie mame e # a x b’ € Ker(p). O

Direktni soucin grup definujeme stejné jako pro obecné algebry, tj. nosnou mno-
zinou je kartézsky soucin nosnych mnozin jednotlivych grup a operace provadime
po slozkich. Pojem ilustrujeme na algebraické verzi Cinské véty o zbytcich.

Tvrzeni 13.5. Bud'my, ..., m, po dvou nesoudélnd prirozend c¢isla, oznacme M =
my ... -my,. Pak

Lpg = Loy X o oo X Loy, -
Diikaz. Uvazujme zobrazeni

O Lp = Ly X oo X Lo,

x +— (z mod my, ...,z mod my).
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Podle Cinské véty o zbytcich 2.13 je toto zobrazeni bijektivni. Zbyva dokazat, Ze
to je homomorfismus:

o(x) + ¢(y) = (x mod my, ...,z mod my) + (y mod my, ...,y mod my)
= ((x + y) mod my, ..., (x +y) mod m,) = ¢(x + y mod M)
pro libovolna z,y € Zjy;. Tedy podle Tvrzeni 13.4 je ¢ homomorfismus. (]

Poznamka. Pro soudélnd m,n grupy Z,,, a Z;, X Z,, izomorfni nejsou, napt. proto,
Ze prvni z nich obsahuje prvek fadu mn, zatimco druhd mé vsechny prvky radu
nejvyse NSN(m,n). (O faddech prvka jako invariantech pozdéji.)

13.4. Reprezentace grup.

Definice. Je-li x bindrni operace na mnoziné A a a € A, definujeme zobrazeni
L,:A— A x—axx a R,:A— A x+— xxa.

Nazyvaji se levd a pravd translace prvku a.

Napf. uvazujeme-li grupu R x R, translace L, 1) je jednoduse posunuti v roviné
o vektor (a,b).
Tvrzeni 13.6.
(1) Je-li G = (G, *,’,e) grupa, pak vSechny levé i pravé translace jsou permu-
tace na mnoZine G.
(2) Je-li G = (G, *,e) monoid a jsou-li viechny levé i pravé translace permu-
tace, pak existuje undrni operace ' takovd, Ze (G,x,’,e) je grupa.

Diikaz. (1) Prostost ihned plyne z kraceni. Resenim rovnice L,(z) = b je pro libo-
volné a, b prvek x = a’ x b, feSenim rovnice R,(z) = b je prvek z =bxa'.

(2) Definujme @’ = (L,)"!(e). Pak a xa’ = L,(a’) = Lo(L;'(e)) = e a zbyva
dokézat, ze a’ * a = e. Protoze a* a’ = e, plati (a’ xa)xa’ =d' * (axd') =a xe=
a' =exd, tedy Ry (a’ *a) = Ry (e), a protoze je R, prosté zobrazeni, dostaneme
a xa=e. O

V tvodu kapitoly jsme zminili, ze dvéma zakladnimi piiklady grup jsou grupy
permutaci a grupy regularnich matic. To proto, ze kaZdou grupu lze reprezentovat
jako grupu permutaci a kaZdou konecnou grupu jako grupu matic. Reprezentaci v
tomto pripadé rozumime, Zze danéd grupa je, az na izomorfismus, podgrupou syme-
trické, resp. linedrni grupy.

Véta 13.7 (Cayleyova reprezentace). KaZdd grupa je izomorfni néjaké podgrupé

néjaké symetricke grupy.

Diikaz. Bud G = (G, *,’, e) grupa. Najdeme-li vnofeni A grupy G do grupy Sx pro

néjaké X ziskdme hledanou podgrupu jako Im(\). Uvazujme tedy zobrazeni
AN:G—Sq, a— L.

Podle Tvrzeni 13.6 jsou zobrazeni L, permutace na mnoziné G. Zbyva dokazat,
Ze je A prosty homomorfismus. Nejprve prostost: jestlize pro néjaka a,b € G plati
L, = Ly, pak a = Ly(e) = Ly(e) = b, tedy a = b. Podle Tvrzeni 13.4 sta¢i ovérit,
7e Ma xb) = A(a) o A(b), tj. Ze zobrazeni L., je totoZné se zobrazenim L, o L.
Dosadime-li z € G, dostaneme

Low(z) = (axb) sz =ax* (bxx) = Ly(b*xx) = Ly(Ly(x)),
a tedy skutecné L,., = Ly 0 Lp. O
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Véta 13.8 (Linearni reprezentace). KazZdd konecna grupa je izomorfni néjaké pod-
grupé néjaké obecné linedrni grupy (nad libovolngm télesem,).

Diikaz. Bud T libovolné téleso, G dand koneénd grupa a oznaéme n = |G|. Bez
ijmy na obecnosti predpokladdejme, Ze nosnd mnozina G sestava z Cisel 1,...,n

(pFejmenovani prvki odpovidé izomorfismu). ProtoZe mame k dispozici Cayleovu
reprezentaci A : G — S,,, staé nalézt vnofeni ¢ grupy S,, do GL,(T). Hledanou
podgrupu pak ziskdme jako Im(¢) o A). Uvazujme
n
Y:8, - GL,(T), o~ (51'70(1'))1’,]':1’

kde 6y, = 1 pokud w = v a d,,, = 0 v opaéném piipadé. Tedy (o) je matice, ve
které je v kazdém fadku a kazdém sloupci pravé jedna jednicka a jinak samé nuly,
piidem? ta jednicka na i-tém fadku je v o~ (i)-tém sloupci. Evidentn& jde o prosté
zobrazeni, zbyva tedy dokazat, Ze to je homomorfismus, tedy ze plati

P(roo) =p(m) - y(o)

pro vSechny permutace 7,0 € S,,. Prava strana je rovna
@)y Gro)y = (D2 i) (i) -
k

Pfitom &; (k) 0k,0(j) = 1 pravé tehdy, kdyz i = w(k) a k = o(j), coz je pravé tehdy,
kdyz i = w(0(j)) a k = o(j). Tedy celd suma je rovna jedné pro i = w(o(j)) a nule
v opa¢ném piipadé. Tim padem je to pfesné matice 1(m o o). O

Poznamenejme, Z%e matice ¢ (o) jsou ortogonalni, tedy kazdou kone¢nou grupu
lze vnofit dokonce do grupy O, (T).

14. CYKLICKE GRUPY

Cil. Budeme se dukladné vénovat grupdam, které jsou generované
jednim prvkem. Podivdame se na jejich strukturu, k cemuz nam vy-
datné pomize jejich klasifikace: kazZda cyklickd grupa je izomorfni
bud s grupou Z, nebo s nékterou grupou Z,,. DokdZeme, Ze cyklické
Jsou takeé vsechny grupy Z,, p prvocislo. Uvedend teorie nachdzi
aplikaci v kryptografii, cemuZ je vénovdna posledni ¢dst sekce.

14.1. RA4d prvku.

Definice. Rddem grupy G se rozumi podet prvkl jeji nosné mnoziny a znaéi se
|G|. Tedy, formalné vzato, |G| = |G|.

Definice. Rddem prvku a v grupé G se rozumi pocet prvki grupy (a)g a znadi se
ord(a). Je-li tato podgrupa nekoneénd, rozumi se ord(a) = oco.

Tvrzeni 14.1. Bud G = (G, *,’,e) grupa a a € G. Pak ord(a) je rovno nejmensimu
kladnému n takovému, Ze n X a = e, pokud takové n existuje, resp. co v opacném
pripadé.
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Diikaz. Podle Tvrzeni 13.3 je (a)g = {k x a : k € Z}. Je-li n x a = e pro néjaké

n > 0, pak
kxa=(m+q)xa=rx(nxa)x(gxa)=(rxe)*(gxa)=gqxa,

kde 7 = kdivn a ¢ = k mod n. Cili |(a)| je rovno nejmensimu n > 0, pro které

n X a = e, pokud takové existuje. V opaéném piipadé je (a) nekonecna. O
Priklad.
e V grupé Zg je ord(0) =1, ord(1) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) =3 a
ord(5) = 6.
o V grupé Z* je ord(1) =1, ord(2) = 3, ord(3) = 6, ord(4) = 6, ord(5) =3 a
ord(6) = 2.

e V grupé Z maji vSechny nenulové prvky fad oo.
e V grupé komplexnich jednotek existuje prvek libovolného fadu. (Napovéda:
uvazujte imaginarni kofeny polynomu z" — 1.)

Vsimnéte si, ze v uvedenych piikladech fady vSech prvki déli rad celé grupy. To
neni nahoda.

Tvrzeni 14.2. Bud G koneénd grupa a a € G. Pak ord(a) déli |G|.

Toto tvrzeni je okamzitym disledkem obecnéjsi Lagrangeovy véty 17.5, kterou
dokazeme pozdéji; zatim jej budeme pouzivat bez dikazu.

Poznamka. Eulerova véta je specidlnim pfipadem Tvrzeni 14.2: aplikujeme-li jej
na grupu G = Z}, pro kazdy prvek a této grupy, tj. pro kazdé a nesoudélné s n,
dostaneme, Ze ord(a) déli |Z| = (n). Protoze a®*4(®) = 1, tim spige bude a#(™) = 1
(v ZF, tj. modulo n).

Vsimneéte si, ze pocet prvki daného radu je v grupach Zg a Z5; stejny. To neni na-
hoda, nebot Z% ~ Zg. Rady prvki jsou asi nejdtilezitéjsim invariantem pro dikazy
neizomorfnosti grup.

Tvrzeni 14.3. Bud ¢ : G — H izomorfismus grup. Pak
ord(a) = ord(¢(a))
pro kaZdé a € G.

Dikaz. Protoze k x p(a) = ¢(k x a) a ¢ je bijekce, plati k x a = e prévé tehdy,
kdyz ¢(k x a) = p(e), tj. pravé tehdy, kdyz k x ¢(a) = 1. a

Tedy jsou-li dvé grupy izomorfni, pak maji stejny pocet prvku kazdého radu.
Opacna implikace neplati, ale konecné protiptriklady jsou ridké.

Priklad.

e Pro m,n soudélnd grupy Zm,, a Z,, X Z, nejsou izomorfni, nebot prvni
z nich obsahuje prvek 1 fddu mn, zatimco druhd ma vsSechny prvky rfadu
nejvyse NSN(m,n). (Srovnejte s Tvrzenim 13.5.)

e Grupy Q a Q* nejsou izomorfni, nebot grupa Q* obsahuje prvek —1 fadu
2, zatimco grupa Q zadny prvek fadu 2 neobsahuje.

e Grupy Q a QT nejsou izomorfni, piestoze v obou grupach maji vsechny
prvky kromeé jednotky iad nekonecno. Invariantem je napt. vlastnost ,Vy3zr x*
z = y“. (Zde QT uvazujeme jako podgrupu Q*.)
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14.2. Klasifikace a vlastnosti.

Definice. Grupa G se nazyva cyklickd, pokud je generované jednim prvkem. Tedy
pokud G = (a)g pro néjaké a € G.

Podle Tvrzeni 13.3 je kazdy prvek cyklické grupy G = (G, *,”,e) = (a) tvaru kxa
pro n&jaké k € Z. Z této vlastnosti vychézi i piedstava cykli¢nosti: je-li ord(a) = n,

pak G sestavd z prvki 0 x a =e,1 X a,2xa, ..., (n—1)xa,nxa=e=0X a,
(n+1)xa=1xa, atd. — seznam se zacyklil. (Pro nekoneény fad si pfedstavte
pfimku jako cyklus nekone¢né délky.)

Piiklad.

e Grupy Z = (1) a Z,, = (1) pro libovolné pfirozené n jsou cyklické.

e Grupy C,, sestavajici ze vSech komplexnich kofent polynomu z™ — 1 (jako
podgrupy C*) jsou cyklické, C,, = (¢>7*/™). Priiferova grupa Cpe cyklick4
neni (neni ani kone¢né generovand), prestoze vSechny jeji vlastni podgrupy
cyklické jsou.

e Véta 14.9 rikd, ze grupy Z;, jsou cyklické pro kazdé prvocislo p. Napt. Z5 =
(2), Ly = (3), Z3; = (2).

o Neékteré Z;, n slozené, mohou byt cyklické: napt. Z§ obsahuje pouze prvky
1, 5, tedy Z§ = (5). Naopak napt. Z§ cyklickd neni, viechny prvky maji fad
<2.

e Kazda grupa G prvociselného fadu p je cyklicka. Podle Tvrzeni 14.2 maji
vsechny prvky kromé jednotky fad p, tj. generuji G.

Cilem tady algebraickych teorii je tzv. klasifikace objekti, tj. Giplny seznam vSech
prikladt aZ na izomorfismus. Jednu takovou vétu predvedeme: dokdzeme, ze kazda
cyklickd grupa je izomorfni nékteré z grup Z nebo Z,, tj. Ze tyto jsou az na izo-
morfismus vSechny priklady cyklickych grup.

Véta 14.4. Bud G cyklickd grupa. Je-li G nekonecnd, pak je izomorfni grupé Z.
Je-li G konecnd n-prvkovd, pak je izomorfni grup€ Z,,.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze je G = (G, *,’, e) = (a) nekoneénd a uvazujme
zobrazeni

7Z — G, k—k xa.
Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot (k + 1) x a = (k x a) * (I x a). Pfitom
jadro je trividlni, nebot ¥ad a je nekonecény, a tedy k x a # e pro kazdé k # 0; podle
Tvrzeni 13.4 tedy jde o prosté zobrazeni. Podle Tvrzeni 13.3 je toto zobrazeni i na.

Nyni pfedpokladejme, ze je G = (G, *,’, e¢) = (a) koneéna n-prvkova, tj. ord(a) =

n, a uvazujme zobrazeni

Ly — G, k—k xa.
Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot (k+1 mod n) x a = (k x a) * (I X a): je-li
k41 < n, je to splnéno trividlné, v opac¢ném piipadé mame (k x a) * (I X a) =
k+l)xa=((k+l—n)xa)x(nxa)=((k+!—n)xa)*xe=(k+1modn) x a.
Pritom jadro je trividlni, nebot n je nejmensi kladné éislo takové, ze n x a = e.
Je to tedy prosté zobrazeni, a protoze |Z,| = |G| = n, je to podle Lemmatu 1.2
bijekce. 0

Poznamka. Vsimnéte si, ze pro libovolnou grupu G a jeji prvek a je zobrazeni
Ve 1 Z — G, k—kxa
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homomorfismem. Pfitom Im(v,) = (a)g a Ker(¢,) = nZ, kde n = ord(a) v
koneéném ptipadé a n = 0 v pfipadé ord(a) = cc.

Ve zbytku odstavce se podivame, jak vypadaji podgrupy cyklickych grup, jejich
generatory, endomorfismy a automorfismy.

Véta 14.5. KazZdd podgrupa cyklické grupy je cyklicka.
Diikaz je analogicky Vété 6.4, srovnejte!
Diikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (G, *,’,e) = (a). Je-li H = {e}, pak
H = (e). V opacném pfipadé ozna¢me k nejmensi kladné éislo takové, ze k xa € H.
DokéZeme, ze H = (k x a). Zfejmé (k x a) C H, pro spor tedy pfedpokladejme, Ze
existuje néjaky prvek | x a € H \ (k X a). Oznaéme ¢ = [ div k a r = [ mod k, tj.
[ = kg + r. Samoziejmé k > r # 0, protoze | X a € (k x a). OvSem
rxa=(xa)x(—kgxa)=(Ixa)*x(—gx (kxa))€H,
S—— S——
eH €H

coz je spor s vybérem k jako nejmensiho ¢isla spliujicitho k x a € H. (]

Priklad.
e Podgrupy grupy Z jsou pravé aZ = (a), a € Z. Pfitom
aZ = b7 < a = +b.

Svaz Sub(Z) je tedy izomorfni se svazem (NU {0}, [*), kde a |* b= b | q;

izomorfismem je zobrazeni a — aZ.

(Vsimnéte si, ze podgrupa grupy Z je totéz co ideél oboru Z, takZe charak-

terizace podgrup je disledkem toho, Ze Z je obor integrity hlavnich ide4ld.)
e Podgrupy grupy Z,, jsou pravé aZ, = {(a), a = 0,...,n — 1. Pfitom diky

Bézoutové rovnosti je aZ,, = (NSD(a,n)), tedy

aZy = bZy,, < NSD(a,n) = NSD(b,n).

Svaz Sub(Z,,) je tedy izomorfni se svazem (D, |*), kde D,, zna¢i mnozinu
vech délitelt ¢isla n a a |* b < b | a; izomorfismem je zobrazeni a — aZ.

Tvrzeni 14.6. Prvek a generuje grupu Z,, prdavé tehdy, kdyZ NSD(a,n) = 1.

Diikaz. Jsou-li a,n nesoud€lné, pak diky Bézoutové rovnosti existuji u,v € Z spl-
tujici ua +vn = 1, a tedy 1 = uvamodn = a+a+ ... +amodn € (a). Cili
(a) = (1) = Z,,. V opafném ptipadé ozna¢me d = NSD(a,n). Pak pro kazdé v € N
je ¢islo ua mod n délitelné d, takze napt. 1 & (a). a

Vidime, ze grupa Z,, obsahuje pravé ¢(n) prvka fadu n. Dodefinujme Eulerovu
funkci hodnotou (1) = 1.

Dusledek 14.7. n-prvkovd cyklickd grupa obsahuje pro kaZdé k | n prdve o(k)
proki radu k.

Diikaz. Predné je tieba si uvédomit, ze diky Vété 14.4 a Tvrzeni 14.3 stacéi dikaz
provést pro grupu Z,,. Prvek fadu k generuje k-prvkovou podgrupu. Takova existuje
v Zy, pravé jedna (je to 3Zy), pficemz podle piedchoziho tvrzeni ma pravé ¢(k)
generatoru. |
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Tuto vlastnost lze prekvapivym zptisobem aplikovat na feSeni nasledujici tilohy
z teorie Cisel.

Uloha. Dokaite, 7e 2okin (k) = n.

Resend. 1 bez znalosti algebry lze tuto fadu seéist uzitim vzorce z Tvrzeni 2.9, je to
vSak velice pracné. Se znalosti vySe uvedenych vlastnosti cyklickych grup je feseni
snadné: uvazujme grupu Z,. Ta mé& n prvkd, kazdy z nich ma né&jaky ¥ad k | n,
pfifemz prvka fadu k je ¢(k). V sums je tedy zapocitan kazdy prvek pravé jednou,
takze vysledek je roven poctu prvka grupy Z,, tj. n. O

Tvrzeni 14.8. Bud G = (G, *,’,e) = (a) cyklickd grupa.

(1) Endomorfismy G jsou pravé vsechna zobrazeni x — k X z, k € Z.
(2) Automorfismy G jsou pravé vsechna zobrazeni x — k X x takovd, Ze G =
(k x a).

Diikaz. (1) Necht ¢ je endomorfismus a bud k takové, ze ¢(a) = k x a. Pak pro
dané z = [ x a dostavame

pl@)=p(lxa)=Ilxgpla)=klxa=k X z.

Tato zobrazeni jsou zfejmé endomorfismy (ne nutné po dvou rizné).

(2) Které z endomorfismtt « — k x z jsou permutace? ProtoZze Im(¢) = (¢(a)),
musi k£ X a generovat grupu G. Je-li G konec¢né, zobrazeni ¢ je pak prosté podle
Lemmatu 1.2. Je-li G nekonecnd, pak ziejmé k = +1, coz také dava bijektivni
zobrazeni. (Il

Poznamka. Je-li |G| =n, pak G = (k x a) < NSD(k,n) = 1. (Dokazte!)

Piiklad.
e Endomorfismy grupy Z jsou pravé vSechna zobrazeni x — kx, k € Z, auto-
morfismy jsou pouze x — +z.
e Endomorfismy grupy Z, jsou pravé vSechna zobrazeni x — kx,k=0,...,n—
1, automorfismy jsou pouze z — kx, kde NSD(k,n) = 1.

14.3. * Grupy Z; jsou cyklické.

Nasledujici véta mé dalekosahlé diisledky v algebie, teorii ¢isel a zprostiedkované
i v kryptografii.
Véta 14.9. Grupa Z,, je cyklickd pro kazdé prvocislo p.

Jinymi slovy,
Z; >~ Zp,]_.
Vétu dokdZeme za pomoci nékolika lemmat a pojmu exponent grupy. Aby byly
vypocCty nazornéjsi, budeme se v celém odstavci drzet multiplikativniho znaceni, t;.
piedpokladame, 7ze G = (G,-,71,1).
Lemma 14.10. Bud G grupa, a € G, m,n € Z. Pak

a® =a" =1 = aNSD(m,n) -1,

Diikaz. Bézoutova rovnost ddva u,v € Z takové, ze NSD(m,n) = um + vn. Pak
aNSD(m,n) — glm . qvm — (am)u . (an)'u — 1. 1Y = 1. O
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Lemma 14.11. Bud G abelovskd grupa a a,b € G prvky takové, Ze ord(a),ord(b)
jsou nesoudélné. Pak
ord(ab) = ord(a) - ord(b).

Diikaz. Ozna¢me m = ord(a) a n = ord(b). Nejprve si viimnéte, ze ord(ab) < mn:
(@- o)™ =(@™)"- ()" =1"-1" =1

Nyni uvazujme k takové, Ze (a - b)¥ = a* - b¥ = 1. Pak a* = b=F, a tak vidime, 7e
oba prvky a* i b* nélezi oboum grupam (a) i (b). Dokazeme, 7e prinik

(@) N (b)
ve skutecnosti obsahuje pouze jednotku. Podle Tvrzeni 14.2 pro kazdy prvek u € (a)
plati, Ze ord(u) déli |{a)| = ord(a) = m. Analogicky, kazdy u € (b) spliiuje ord(u) |
n. Vzhledem k tomu, Ze jsou m, n nesoudélné, pro u € {a) N (b) plati ord(u) =1, a
tedy u = 1. Z toho plyne, 7e a* = b* = 1. Tedy k je spoleénym nasobkem m,n, a
jelikoz jsou m,n nesoudélné, mn | k. Tedy ord(ab) = mn. O

Definice. FExponentem grupy G rozumime nejmensi prirozené ¢islo m takové, ze
a™ = 1 pro vsechny prvky a € G, pokud takové m existuje. V opacném pripadé
tikdme, ze exponent G je nekonecny.

Je-li G konecna, jeji exponent je koneény, diky Tvrzeni 14.2 déli ¢islo |G| a navic
je roven nejmensimu spole¢nému nasobku vSech fadu, které se vyskytuji v grupé
G. Napft.

e exponent grupy Z, je 4,

e exponent grupy Zs X Zs je 2,

e exponent obou Sestiprvkovych grup Zg i S3 je 6.
Exponent cyklické grupy G je roven |G|. Pro abelovské grupy plati i opa¢né tvrzeni:
abelovskd grupa G je cyklickd pravé tehdy kdyz je jeji eponent roven |G|. (Obecné
to neplati, viz grupa S3 !) DokdZeme o néco obecnéjsi tvrzeni:

Lemma 14.12. Bud G abelovskd grupa s konecnym ezponentem m. Pak existuje
prvek a € G vadu m.

Diikaz. Bud m = pi* - - pk» prvodiselny rozklad &isla m.
(1) Pro kazdé i =1,...,n zvolme a; € G tak, aby
a;n/ Pi£.
(Protoze m/p; < m, musi takové a; existovat.)
(2) Definujme

N
m/p;*

bi:at

Ukézeme, 7e ord(b;) = pl.
(a) B =a® =1, tedy ord(b;) < p.
(b) Predpokladejme, 7e b = 1 pro né&jaké 0 < u < p¥. Pak podle Lem-

kg
matu 14.10 oo P)

i

0 <wv <k, atedy

= 1. Piitom NSD(u,p) = p? pro né&jaké

k; k;—v
p; m/p;t\p¥ m/p;*
1=0b"=(a; 7" i =q; """ #1,
ki;—v
%

protoze m/p < m/p;, spor.
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(3) Polozme
a=by-... by

Podle Lemmatu 14.11 je ord(a) = ord(by) - ... - ord(b,) @ Pk = m,

Predchozi lemma tvoii stézejni krok v dikazu Véty 14.9.
Véta 14.13. Je-li T konecné téleso, pak je T* cyklicka grupa.

Diikaz. Ozna¢me n = |T'|. Sta¢i dokézat, Zze exponent grupy T* je n — 1: pak podle
Lemmatu 14.12 existuje prvek fadu n — 1, neboli generator grupy T*.

Pro spor pfedpoklddejme, zZe je exponent T* mensi, oznacme jej k < n — 1. Pak
viechny prvky a € T* spliuji a* = 1, jingmi slovy kazdy nenulovy prvek télesa T
je kofenem polynomu z* — 1. Aviak podle Véty 9.2 polynom stupné k miize mit v
daném télese nejvyse k kofeni, spor. [

Véta 14.9 je specidlnim piipadem pravé dokazané véty.

14.4. * Diskrétni logaritmus.
Bud G cyklickd grupa a a jeji generator, ozna¢me n = |G|. Tedy pro kazdé b € G

existuje pravé jeden exponent k € {0,...,n — 1} takovy, ze b = k x a. Toto ¢islo se
nazyva diskrétni logaritmus prvku b o zakladu a v grupé G a znaéi se log, b. Cili
logaritmus je bijektivni zobrazeni G — {0,...,n — 1}.

Pro¢ ,logaritmus“? Je-li grupa G multiplikativni, pak k& x a = a*, tedy jde o
znaceni analogické tomu, na co jsme zvykli z redlnych cisel. V aditivnim zapise pak
jde jakoby o déleni.

Priklad.

e Uvazujme grupu Z. M4 jen dva generatory, a to a = +1. Pak log, b je rovno
tomu (jedinému) k € {0,...,n — 1}, pro které ka = b. Tedy log; b = b a
log_, b= —b.

e UvaZzujme grupu Z, a jeji generdtor a. Pak log, b je rovno tomu (jedinému)
k€ {0,...,n— 1}, pro které

ka mod n = b.

Takové k najdeme snadno Eukleidovym algoritmem: protoze je NSD(a,n) =
1 (viz Tvrzeni 14.6), algoritmus nalezne u, v € Z spliiujici ua+vn = 1. Tedy
b = uab + vnb = ub - a (mod n), ¢ili log, b = ub mod n.
Napf. v Z1; je log; 4 = 10, protoze 7-10 =4 (mod 11).

e Uvazujme grupu Zy, p prvocislo, a jeji generator a. Pak log,, b je rovno tomu
(jedinému) k € {0,...,p — 2}, pro které

a® mod p = b.

Neni znam zadny efektivni algoritmus (tj. pracujici v ¢ase, ktery je polyno-
mialni vzhledem k po¢tu cifer p) na vypocet log, b.
Napi. v Z3, je log, 4 = 6, protoze 76 = 4 (mod 11).

Existuje fada dalsich konstrukei cyklickych grup, napf. pomoci eliptickych kii-
vek, pomoci kvadratickych rozsifeni téles atd. Ve vSech téchto grupach lze uvazovat
diskrétni logaritmus. Pro kryptografii jsou zajimavé ty pfipady, kdy existuje rychly
algoritmus na vypocet ,mocniny“, ale neni znam zadny rychly algoritmus na vy-
pocet logaritmu.
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14.5. * Kryptografické aplikace.

(Cely tento odstavec je minén pouze jako néstin myslenek, které jsou za aplikaci
abelovskych grup v kryptografii. Vétsina informaci je v néjakém smyslu zjednodu-
Sena. Presné formulace by byly zcela mimo tucel a rozsah tohoto textu, zajemce
odkazujeme na kryptografickou literaturu, napf. [Kob94], [Sch96].)

Velmi zjednodusené feceno, jednosmérnou funkci rozumime takovou bijekci f,
pro kterou existuje rychly algoritmus na jeji vypocet, ale neni znam zadny rychly
algoritmus, ktery by pocital inverzni funkci f~!. V kryptografii se pouzivaji napf.
nasledujici jednosmérné funkce:

e Je-li N = pg soudin dvou (pfiblizné stejné) velkych raznych prvodcisel a
k > 1, uvazujme funkci

{0,...,N -1} - {0,...,N —1}, x+ z" mod N.

Inverzni funkci je ,,k-t4 odmocnina modulo N.
e Je-li p velké prvocislo a a generator grupy Z,, uvazujme funkci

{0,....,p—2} = {1,...,p—1}, a+— a” mod p.

Inverzni funkci je diskrétni logaritmus v grupé Z;.
e Analogie pfedchozi funkce pro grupy odvozené z eliptickych kiivek a jiné
konstrukce.

Zatimco mocninu mod n lze snadno spocitat v case O(log2 n), nejlepsi znamé algo-
ritmy na vypocet diskrétniho logaritmu, resp. odmocniny mod n, jsou asymptoticky
jen o mélo lepsi nez O(n); jinymi slovy, poéitat inverzni funkci je exponencialné po-
malejsi. Zvolime-li ¢slo n fadu 21990, pak na bé&Znych poéitatich probiha operace
mocnéni ve zlomku sekundy, zatimco logaritmus, resp. odmocnina, by se pocitaly
radové staleti.

Pro ilustraci ukazeme nékolik protokolt zalozenych na jednosmérnych funkcich.
Pfimocarym vyuzitim je protokol na hod minci. Problém diskrétniho logaritmu se
pouziva pro vyménu klice (Diffie-Hellmaniv protokol), obé uvedené jednosmérné
funkce lze vyuzit pro kryptografii s vefejnym klicem (RSA a El Gamaliv protokol).
V soucasné dobé jde patrné o nejpouzivanéjsi kryptosystémy.

Hod minci. Alice a Bob si chtéji na dalku zahrat hru ,panna nebo orel“. Alice
bude hazet minci, Bob hidat. Jak to ale udélat, aby Alice Boba nepodvedla? Zvolme
néjakou jednosmérnou funkei f na mnoziné {1,...,n}. Pokud Alice hodi orla, zvoli
nahodné liché ¢islo z, v opacném piipadé zvoli sudé ¢islo. Bobovi posle hodnotu
f(z). Protoze je f jednosmérnd, Bob neumi spocitat, co padlo, zvoli tedy odpovéd
ndhodné. Nyni Alice zvefejni ¢islo  a Bob ihned vidi, zda vyhral nebo ne. Muze
Alice podvadét? Dejme tomu, Ze padl orel a to samé si tipnul Bob. Aby Alice Boba
podvedla, musela by Bobovi poslat sudé y takové, ze f(y) = f(x). Takové ale neni,
pokud je f bijekce.

Diffie-Hellman. Jednou ze zékladnich kryptografickych tiloh je nésledujici: Alice a
Bob se potfebuji dohodnout na néjakém spoleéném hesle (odborné kli¢i), pficemz k
dispozici maji pouze vefejny kanal (napf. odposlouchavany telefon). Jak to provést?

Nejprve se Alice a Bob dohodnou na néjaké cyklické grupé G = (G,-,~1,1)
generované prvkem a, ve které je mocnéni rychlé, ale vypocet diskrétniho logaritmu
pomaly (jako tieba Z5 pro velké p). (Tato informace nepfiteli nijak nepomiize,
mohou se tedy domluvit libovolnym vefejnym kanalem.) Déle si Alice zvoli ¢islo
m a Bob ¢islo n z intervalu 0, ..., |G| — 1, pficemz kazdy bude svoje ¢islo drzet v
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tajnosti. Pak provedou néasledujici operace: Alice spocte x = a™ a posle x Bobovi,
Bob spoéte y = a™ a posle y Alici. Poté Alice spocte y™ = (a™)™ = a™" a Bob
spocte ™ = (a™)™ = a™". Oba tedy ziskali stejny prvek a™", a ten prohldsi za
hledany kli¢.

Kdyby nepftitel poslouchal jejich komunikaci, co zjisti? Bude znat G, a a hodnoty
x = a™ ay = a"; chtél by spocitat prvek ¢™". Tomuto problému se fika Diffie-
Hellmaniv problém. V soucasné dobé je znamo jediné feseni: pouzitim diskrétniho
logaritmu ziskat z hodnot x,y ¢isla m,n, vynasobit je a dopocitat a™". Zvolime-li
vhodnou grupu, nepfitel se touto metodou vysledku nikdy nedopodita.

RSA (Rivest-Shamir-Adleman). Problém je nésledujici: Alice (nebo kdokoliv jiny)
chce poslat zpravu Bobovi tak, aby nikdo jiny neprecetl, co v ni je. Bob publikuje
tzv. vefejny kli¢, pomoci néhoz mize Alice (nebo kdokoliv jiny) zaSifrovat svoji
zpravu a poslat ji Bobovi. Pouze Bob ovSsem zna soukromy kli¢, pomoci néhoz lze
zpravu deSifrovat. PopiSeme, jak generovat klice a jak Sifrovat a deSifrovat zpravu.

Na zacatku Bob vygeneruje dvé riizna pfiblizné stejné velkd prvocisla p,q a
spoc¢te N = pq. Déle ndhodné zvoli ¢islo e nesoudélné s ¢(N) a pomoci Eukleidova
algoritmu spocte cislo d spliiujici

de=1 (mod p(N)).

Cisla N,e budou vefejngym klicem (ten Bob rozhlasi do svéta), é&isla d, p, ¢ budou
soukromym kliéem (ten bude Bob drzet v tajnosti).

Nyni kdykoliv chce nékdo poslat Bobovi zpravu, provede nasledujici (pro jedno-
duchost budeme predpokladat, ze zpravu tvori néjaké prirozené ¢islo 0 < z < N
nesoudélné s N): vypocita

y =2 mod N

a vysledek posle libovolnym komunika¢nim kanalem Bobovi.

I kdyz y zachyti nepfitel, nejsou v soucasné dobé znadmy prostiedky, jak ziskat
z Cisel N, e,y Cislo x: je-li NV dostatecné velké, neumi se v rozumném case spocitat
ani e-t4 odmocnina mod N, ani prvodisla p, ¢ (pomoci nichz by $lo rychle dopoditat
soukromy kli¢ d), a neni zndm ani jiny zpusob, jak RSA prolomit.

Bob, se znalosti soukromého kli¢e d, ovSem deSifruje snadno: protoze ed = 1
(mod ¢(N)), podle Eulerovy véty je

yl= (xe)d =z=g' =2 (mod N)
a Bob tedy ziskd x vypoctem
z = y% mod N.

(Znovu zopakujme, Ze bezpe¢nost RSA neni prokazatelna: spo¢iva v tom, Ze ptes
veskerou mnohaletou snahu nikdo dosud nenasel zpisob, jak rychle spocitat x bez
znalosti soukromého klice d.)

Poznamenejme, e tento protokol vyuziva tzv. zadni vrdtka (trapdoor) pro funkei
odmocnovani mod N; v obecnosti se zadnimi vratky rozumi dodateéna informace,
kterd ¢ini jednosmérnou funkci obousmérnou. V tomto piipadé jde o znalost e
spliiujiciho de = 1 (mod (N)), které umoziuje pocitat /y jako y?. Utok proti
RSA tak l1ze vést dvéma zpiisoby: proti jednosmérné funkci (najit rychly algoritmus
na vypocet odmocniny) i proti zadnim vratkim (nalezeni rychlého zptsobu vypoétu
e bez znalosti p, q).
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El Gamal. Tento protokol fesi stejnou ulohu jako RSA, ale je zaloZen na na dis-
krétnim logaritmu (nikoliv odmoctiovani).

Bob zvoli vhodnou cyklickou grupu G = (G,-,71,1) = (a), ndhodné &islo k €
{0,...,|G| — 1} a spocte b = a*. Verejnym klicem bude G, a,b, soukromym klicem
bude k.

Odesilatel zpravy zvoli nadhodné éislo I € {0,...,|G| — 1} (které bude drzet v
tajnosti) a zpravu x € G zasifruje jako dvojici

y = (c1,¢2),
a ¢y = x - b. Desifrovani pomoci k je snadné:
co-cif =0 (d)F=2- () ()F =2

Je vidét, ze kdybychom uméli pocitat rychle diskrétni logaritmus, okamzité zis-
kame soukromy kli¢. Neexistence rychlého logaritmovani vsak bohuzel neni posta-
¢ujici podminkou na volbu vhodné cyklické grupy G: byl napf. nalezen zpusob, jak

El Gamaliav protokol prolomit v pripadé grup Z;. Mozna proto se tento algoritmus
pouziva relativné malo, hodi se pro néj napt. grupy odvozené z eliptickych kfivek.

kde ¢; = o

15. * KLASIFIKACE KONECNYCH ABELOVSKYCH GRUP

Cil. Direktni souciny cyklickych grup jsou, aZ na izomorfismus,
jediné priklady konecnych abelovskijch grup.

V této sekci se seznamime s dalsim ptikladem tzv. klasifikacni véty, tj. véty, kterd
popisuje vSechny ptiklady algeber s danou vlastnosti. Konkrétné ptijde o vSechny
konecné abelovské grupy. (Jeden takovy piiklad jsme jiz méli: cyklické grupy jsou,
aZ na izomorfismus, pouze grupy Z, a Z.)

Véta tika dokonce vice: rozklad dané konecéné abelovské grupy na soucin cyklic-
kych je v jistém smyslu jednoznacny.

Véta 15.1. Bud G alesponi dvouprvkovd konecénd abelovskd grupa. Pak existuji
prvocisla p1,...,pm a prirozend c¢isla kq, ..., k,, takovd, Ze
G227 k) XT kg X+ XL b
Py Po Pm
Cisla pi,...,pm @ ki,...,kny jsou jednoznacéné uréend aZ na poradi.

Nez vétu dokazeme, predvedeme si priklady.

Priklad. Grupy Zf i Z3, jsou ¢tyiprvkové. Jsou tedy izomorfni bud grupé Z4, nebo
grupé Zs X Zs.

o 7} ~ 74, protoze Fad prvku 2 v Z je 4, tedy Z} = (2).

o 7y = Zgy X Zg, protoze vsechny prvky Zj, maji fad 1 nebo 2.
Priklad. Grupa Zj; je dvanactiprvkova. Je tedy izomorfni bud grupé Zs x Zu,
nebo grupé Zs x Zg x Zs. Podle Cinské véty o zbytcich je Zz x Zy ~ Z15. Protoze
grupa Zs, neobsahuje zadny prvek fadu 12, plati Zs, ~ Zs X Zo X Zo.

I v této sekci se budeme kvili ndzornosti vypoc¢t drzet multiplikativniho znacent,
tj. pfedpokladame, ze G = (G,-,71,1).

K dtkazu véty se bude hodit pomocné tvrzeni, které umoznuje dokézat, ze se

dand grupa rozklada jako direktni sou¢in. Oznac¢me
AB={a-b: ac A, be B}.
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Pokud mnoziny A, B tvofi podgrupu grupy G, pak AB také tvotri podgrupu, nebot
pro vSechna a,c € A a b,d € B plati

(a-b)-(c-d)=(a-c)-(b-d)€ AB, (a-b)'=atb'cAB, 1=1-1¢€ AB.
(Samoziejmé pouze za predpokladu, Ze je G abelovskd).
Lemma 15.2. Bud G abelovskd grupa, A, B jeji podgrupy a predpokldidejme, Ze

ANB={e} a AB=G. Pak
G ~ A xB.

Driikaz. Definujme zobrazeni
0:AxB— G, (a,b) — a-b.
Protoze AB = G, zobrazeni ¢ je na. Je to homomorfismus, protoze

o((@,b) - (c,d) = pl(a-e,b-d) = (a-0)- (b-d) = (a-b)- (c-d) = p((a.b)) - o((c.d))-
Nakonec dokazeme prostost. Je-li a -b =1, pak b = ¢! a tento prvek lezi v obou
podgrupach A, B. Tedy nélezi priniku AN B = {1}, ¢ili a=! = b = 1. Dostévame
Ker(p) = {(1,1)} a podle Tvrzeni 13.4 je homomorfismus ¢ prosty. O

Diikaz Vety 15.1. Nejprve dokazeme existenci direktniho rozkladu. Za¢neme speci-
alnim pripadem. Je-li grupa G cyklicka, podle Véty 14.4 je G ~ Z,,, a oznacime-li
n= p’fl ---pFm  pak je podle Tvrzeni 13.5

G~7Z k1 X - X7 ko -
Py Pm

Pro obecné grupy budeme postupovat indukei podle |G|. Je-li G cyklickd, apliku-
jeme predchozi postup. Neni-li cyklicka, nalezneme vlastni podgrupy A, B, které
spliiuji predpoklady Lemmatu 15.2: tyto podgrupy jsou mensi, tedy z indukéniho
predpokladu jdou pozadovanym zpiisobem rozlozit a tim ziskdme rozklad celé grupy
G.

Cili pfedpokladejme, 7e G je necyklickd koneéna abelovskd grupa. Podle Lem-
matu 14.12 existuje prvek a € G takovy, Ze jeho rad je roven exponentu grupy G;
oznac¢me toto ¢islo m. Polozme

A = {(a)
a pro spor predpokladejme, ze odpovidajici podgrupa, ktera by spliiovala podminky
Lemmatu 15.2, neexistuje. V tom piipadé uvazujme maximalni (vzhledem k inkluzi)
podgrupu B spliiujici AN B = {1} a definujme
C = AB.
Podle predpokladu C' # G, zvolme tedy libovolné d € G\ C' a ozna¢me r nejmensi
kladné ¢islo takové, ze
d"eC.
(Takové r existuje, protoze pfinejmensim d™ = 1 € C.) Nakonec zvolme b € B a
s € 7 takové, ze
d"=a’-b.
(Takova b, s existuji, nebot d" € C = AB a A = (a).)
Pozorovdni P1. Je-li d* € C, pak r | t.
Kdyby tomu tak nebylo, oznacme u = ¢ div r, v = t mod r a mizeme psat
dt — du7'+v — (dT)u . d'u.

Jelikoz d* € C'i d" € C, méli bychom d¥ € C, coz je ve sporu s minimalitou r.
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Pozorovdni P2. 1| s.
Rozepisme

1=dm = (dr)m/r _ (as)m/'r . bm/r _ ams/r . bm/r

Protoze jak 1, tak ™/" lezi v B, dostavame a™*/" € B. Tedy a™*/" € ANB = {1},
¢ili @™*/" = 1. P¥itom ord(a) = m, takze r | s.
Diky P2 mutzeme definovat
e=d-a”®".
Pozorovani P3. d*“ € C pravé tehdy, kdyz e* € C.
Plyne z toho, Ze e* = d* - a=5%/" a z toho, ze a*%/" € A C C.

Pozorovini P4. (d)" € B
Plyne z toho, ze " =d" - a

—S

=a®*-b-a”*=0be B.

Ozna¢me nyni
D=() a B=BD.

Ziejmé B C B, a tak pokud ukézeme, ze AN B = {1}, dostaneme spor s tim, ze B
byla max1maln1 podgrupa s touto vlastnosti.
Bud tedy ¢ € AN B. Pak existuji u,v € Z a b € B takové, 7e

c=a" a c=b-e".

Odtud a* = b - e¥ a dostavame e’ = a*-b~! € AB = C. Podle P3 také d* € C,
a tedy podle P1 7 | v. Cili podle P4 e € B, tedy i c = b-e” € B a dostavidme
ce AnB ={1}.

Na zavér dokazeme jednoznacnost koeficienti py,...,pm a k1, ..., ky. Uvazujme
dvé izomorfni grupy

G=7% k1 X-~-Xka2H=Zzl ><~--><er7
Pq Pm qq qr

bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme p; < --- < p, a ¢1 < -+ < ¢,. Zafixujme
prvocislo p, které se vyskytuje v alesponn jednom rozkladu, a ozna¢me aj; pocet
Cinitelt Z,» v grupé G a by pocet cinitelti Z,» v grupé H. Dokadzeme, Ze ap = by
pro vSechna k.

Vsimnéte si, Ze vSechny prvky fadu p* jsou tvaru (0,...,0,z1,...,24,0,...,0),
kde koeficienty 1, ...,z jsou na pozicich, které odpovidaji grupdm Z,.. Disledek
14.7 ¥ik4, %e grupa Z,. obsahuje pravé p*~!(p — 1) prvki faddu p* pro kazdé u < v.
Z toho plyne, zZe grupa Z,» obsahuje pravé p* prvki fadu < p*. A z toho plyne, ze
v grupé G je pocet prvkid radu p* pravé

Hp Hp“-~- =[Ip - [I oo =p=rcemmtozizne

z<u 1>u i<u i>u

a;-krat a;-krat

Analogicky v H to je
pZ icu BOIFUDT 5 b .
Protoze G ~ H, z Tvrzeni 14.3 plyne, Ze jsou tyto pocty totozné, ¢ili ze plati

i<u i>u i<u i>u
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pro vSechna u. Z téchto rovnosti se snadno odvodi, ze ar = by pro kazdé k:

u=1: ZG,L:ZZ%

i>1 i>1
u=2: a1+2~Zai=bl+2-Zbi
i>2 i>2
u=3: a1+2a2+3-2ai:b1+2b2+3~Zbi
i>3 i>3
7Z prvnich dvou rovnic vidime, Ze a; = by. Tteti rovnice pfida as = by. Atd. O

16. PERMUTACNI GRUPY

Cil. Grupy permutaci na dané mnoziné jsou zdkladnim piikla-
dem nekomutativnich grup. Specidlné grupy automorfismi riz-
nych struktur hraji duleZitou roli v celé matematice. V této sekci
si wjasnime zdkladni pojmy tgkajici se permutaci (operace, zdpis
pomoct cykli, znaménko) a dokdZeme zdkladni fakta ohledné Tddi,
generdtori a konjugace.

16.1. Permutace, znaménko, generatory.
Permutaci na mnoziné X rozumime bijekci (vzajemné jednoznacéné zobrazeni)
X — X. Pro permutace 7,0 na X definujeme operace o, ~1, id pfedpisy

TOO T m(o(z)),

71z ten (jediny) prvek y splitujici 7(y) = =,
id: x +— .

Oznacéime-li Sy mnozinu viech permutaci na mnoziné X, pak Sx = (Sx,o,7!,id)
je tzv. symetrickd grupa na X. Podgrupam této grupy se rikd permutacni grupy.
Je-li X ={1,...,n}, znaéime Sx = S,,. Misto k x 7 pouZivame znaceni 7".

Cyklus v permutaci 7 je posloupnost x1, . . ., x navzajem ruznych prvki mnoziny
X splijici w(x1) = xo, m(x2) = 23, ..., 7(xr) = x1. Rozkladem na cykly se rozumi
zapis

(r11 T12 -0 @1k ) (P21 T2z -os Toky) (Tl Tm2 --- Tk,

kde x;1, %2, ..., Tk, jsou navzajem ruzné cykly, ¢ = 1,...,m. Cykly délky 1 se ze
zapisu zpravidla vynechdvaji. (Je-li X konefnd mnozina, pak rozklad na cykly jisté
existuje; pro nekone¢né mnoziny bychom museli povolit ,nekoneéné cykly“.)

Tvrzeni 16.1. Rdd permutace ™ v grupé S, je roven nejmensimu spolecnému
ndsobku délek jejich cykli.

Dikaz. Cyklus délky n mé ziejmé 7ad n a jsou-li C1, ..., C), disjunktni cykly, pak
(Cro...0Cp)* =Cko...0Ck. 7 toho plue, ze (Cy0...0C,,)* = id pravé tehdy,

m*

kdyZ je k nasobkem vsech délek cykli. Cili ¥ad je roven NSN. (]
Transpozici rozumime permutaci tvaru (z y).
Tvrzeni 16.2. Grupa S,, je generovand mnozinou viech transpozic.

Jingmi slovy, kazdou permutaci (na koneéné mnoziné) lze napsat jako slozeni
transpozic.
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Diikaz. Libovolny cyklus mtizeme rozlozit jako
(a1 az ... ag) = (a1 ag)o...o (a1 az)o (a1 az).

Danou permutaci pak mizeme napsat jako slozeni rozkladu vsech jejich cykla. O

Permutace (na konefné mnoziné) se nazjva sudd, pokud se skladd ze sudého
poc¢tu transpozic, lichd v opa¢ném pfipadé (mame-li dva riizné rozklady jedné per-
mutace, mohou mit rtizné délky, ale urc¢ité stejnou paritu). Definujeme znaménko
permutace: sgnm = 1, je-li w sudd, a sgnm = —1, je-li 7 lichad. Pfimo z definice
plyne, zZe

sgn(moo) =sgnm-sgno a sgnm | =sgnm.
(Prvn{ tvrzeni je o¢ividné, druhé plyne ze vztahu ((ay b1) o ... o (a, b,))™' =
(an bp)o...o(ay by).) Z duikazu Tvrzeni 16.2 navic mizeme vy¢ist, Ze
sgnm = (_1)n—poéet cykla v ™
Diky uvedenym vztahim tvofi sudé permutace podgrupu v S,, tzv. alternujici
grupu A,.
Tvrzeni 16.3. Grupa A, je generovand mnoZinou vsech trojcykli.
Jinymi slovy, kazdou sudou permutaci 1ze napsat jako slozeni trojcykli.

Dikaz. Danou sudou permutaci nejprve rozlozime na transpozice, a ty seskupime
do dvojic. Pokud jsou dvé sousedni transpozice stejné, mizeme je vypustit. Pokud
maji spoleény jeden prvek, pak (i j)o (j k) = (¢ 7 k). A jsou-li disjunktni, pak
(ij)o(kl)=(kil)o(ij k). Timto zptusobem pfepiSeme rozklad na transpozice
na slozeni trojcykld. (I
16.2. Konjugace.

Definice. Bud G = (G,-,~!,1) grupa a a,b € G. Prvky a, b nazjvame konjugované
v G, pokud existuje ¢ € G takové, Ze a =c-b-c L.

Je vidét, ze relace konjugace je ekvivalenci. Muzeme tak hovofit o blocich na-
vzajem konjugovanych prvka.

Piiklad. Pojem konjugace jiz znéte z linearni algebry: konjugovanym maticim se
tam tikd podobné. Jordanova véta ¥ika, ze matice A, B jsou konjugované v grupé
GL,,(C) pravé tehdy, kdyz maji stejny Jordantv kanonicky tvar.

Piiklad. Pojem konjugace je velmi dulezity v permutacnich grupach. Uvazujme
permutaci
™= (a11 a2 ... a1k1)(a21 azz ... 1121@) ce (am1 Am2 - .- amkm)a
a libovolnou permutaci p. Pak po 7o p~! je rovno
(pla11) plarz) - .. plair,))(p(az1) plasz) .. plazk,)) - (p(am1) plam) -- . plamk,,)),
nebot pro kazdé i, j plati
(pomop )(plaij) = p(r(aij)) = plaigen),

kde j®1 =j+1proj <k;ak;®1=1. Konjugace permutace m permutaci p tedy
funguje jako ,kopirovani“, zapis m pfepiSeme podle pravdidel danych permutaci p.

Tvrzeni 16.4. Permutace 7,0 jsou konjugované v grupé S,, prdveé tehdy, kdyz maji
stejnyg pocet cykli kazdé délky (Tikd se stejny typ).
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Diikaz. (=) Plyne bezprostfedné z vypoctu v pfedchozim piikladu.
(<) Jsou-li

™= (a11 a1z ... alkl)(agl az ... a2k2)---(am1 aAm2 ... amkm),
g = (bu b12 blkl)(b21 b22 b2k2)~-~(bm1 bmg... bmkm)a

dvé permutace stejného typu, definujeme p(a;;) = b;; a pouzijeme vyse uvedeny
vypocet. O

Priklad. Permutace (1 2 3) a (2 3 4) jsou konjugované v grupé Sy, protoze obé
maji jeden cyklus délky 1 a jeden cyklus délky 3. Tyto permutace ovSem nejsou
konjugované v grupé A,: jak plyne z dikazu Tvrzeni 16.4, jediné permutace p
splitujici (2 34) =po(123)op~!jsou (14),(1234)a(l324). Zadna z nich
ovsem neni suda.

16.3. * Grupy automorfismiu.

Diilezité ptiklady permutacénich grup jsou tzv. grupy automorfismi. Je-li X =
(X,...) néjakd struktura (algebra, rela¢ni struktura, topologicky prostor atd.), jeji
automorfismy vzdy tvori podgrupu grupy Sx; znacime ji Aut(X).

Priklad.

e Pojem automorfismu dané algebry (grupy, oboru integrity atd.) jsme de-
finovali v minulé kapitole. Fakt, Ze automorfismy tvori podgrupu, plyne z
Tvrzeni 11.6.

e Automorfismem grafu G = (V, E) rozumime permutaci ¢ € Sy spliiujici

{z,y} e B & {p(2),0(y)} € E.

Je velmi snadné dokézat, Ze tato zobrazeni tvofi podgrupu grupy Sy .
e Automorfismem uspofadané mnoziny X = (X, <) rozumime permutaci ¢ €
Sx spliujici
<y & o) <ey)

Je velmi snadné dokézat, ze tato zobrazeni tvofi podgrupu grupy Sx.

Piiklad. Grupa automorfismi uplného grafu na n vrcholech je grupa S,,. Grupa
automorfismti n-prvkové kruznice je dihedralni grupa Ds,. Grupa automorfismii
cesty délky n je dvouprvkova.

Priklad. V piedchozi sekci jsme dokézali, ze grupa Aut(Z) je dvouprvkova. Je
snadné ovéfit, ze Aut(Z,) ~ ZZ, prvku a € Z} odpovidd automorfismus z —
ax mod n.

S automorfismy grup tzce souvisi konjugace: zobrazeni

. -1
0e:G—G, Tz—a-x-a

je automorfismus grupy G pro kazdé a € G; témto automorfismiam se fika vnitini. Je
snadné ovétit, Ze vnitini automorfismy tvofi (normalni) podgrupu grupy Aut(G),
znacime ji Inn(G).
Priklad.

e V abelovskych grupéach je ziejmé Inn(G) = {id}.
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e V symetrickych grupéch je Inn(S,,) = Aut(S,,) ~ S,, pro vechnan # 6. V

obecnosti to neni viibec snadné dokazat; predvedeme jednoduchy argument
pro n = 3.
Protoze je S5 = ((1 2), (2 3)), kazdy jeji automorfismus je uréeny hodno-
tami na téchto dvou transpozicich. Ty se pfitom mohou zobrazit jen na
transpozice (Tvrzeni 14.3), které navic musi byt navzdjem rtzné, takze
Aut(S;) je nejvyse Sestiprvkova grupa. Neni t&zké nahlédnout, Ze zobra-
zeni S3 — Aut(S;3), 7 — @, je prosty homomorfismus, a tak Aut(S;3) =
Inn(S;3) ~ S;.

Poznamka. Kazda grupa je izomorfni s grupou Aut(G) pro néjaky graf G. Kazda
grupa je izomorfni s grupou Aut(X) pro néjaky svaz X. Existuje cela teorie o tom,
pro které struktury lze reprezentovat kazdou grupu jako grupu automorfismi.

17. ROZKLADY PODLE PODGRUPY

Cil. DokazZeme Lagrangeovu vétu, kterd vikd, Ze pocet prvki pod-
grupy déli pocet prvku celé grupy. Diukaz se provddi pomoci tzv.
rozkladu podle podgrupy. S rozklady pak souvisi pojem normdlni
podgrupy, ktery je klicovy pro konstrukci faktorgrup.

17.1. Rozklady a Lagrangeova véta.

Definice. Bud G = (G,-,7!,1) grupa a H jeji podgrupa.
(1) Levym rozkladem grupy G podle podgrupy H se rozumi mnozina
{aH :a € G},
pri¢emz mnozinam
aH ={ah:he H}
se Tiké levé rozkladové tridy.
(2) Pravgm rozkladem grupy G podle podgrupy H se rozumi mnozina
{Ha:a € G},
pricemz mnozinam
Ha={ha:he H}
se fika pravée rozkladové tridy.
Mnozina T' C H se nazyva
(1) levou transverzdlou, pokud obsahuje z kazdé levé rozkladové t¥idy pravé
jeden prvek;
(2) pravou transverzdalou, pokud obsahuje z kazdé pravé rozkladové t¥idy pravé
jeden prvek.
Priklad. Bud G = Z a H = nZ. Rozkladové t¥idy uréené prvkem a € Z jsou
a+H=H+a={k€e€Z: k=a (modn)}
(pouzivdme symbol + misto -, protoze grupa Z m4 aditivni znaceni). Je vidét, ze
dvé rozkladové tiidy a + H, b + H jsou bud stejné (pokud a = b (mod n)), nebo
disjunktni. Jako transverzéalu lze zvolit napft.

T=1{0,...,n—1},

tj. mnozinu vSech moznych zbytk po déleni n.
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Piiklad. Bud G =S, a H=A,. Pak mo A, = A, om = A, pro libovolnou 7
sudou a mo A,, = A,, om sestava ze vsech lichych premutaci pro libovolnou 7 lichou.
Grupa S,, se tedy rozkldda na dvé rozkladové t¥idy (levé i pravé vyjdou na stejno),
jako transverzélu lze zvolit napt. T = {id, (1 2)}.

Priklad. Bud G = S; a H = {id, (1 2)}. Snadno spoéteme, Ze levy i pravy rozklad
obsahuje 3 dvouprvkové tiidy, avsak

(13)ocH={(13),(123)}, ale Ho(13)={(13),(132)}.
Tedy obecné nemusi platit aH = Ha.

Dokéazeme nékolik vlastnosti levych, resp. pravych rozkladt. Pfedné, jednotlivé
rozkladové t¥idy jsou disjunktni, tj. je-li T leva transverzala, pak |T'| = |[{aH : a €
G}, resp. je-li T pravé transverzala, pak |T'| = |[{Ha : a € G}|. Dalsi tvrzeni ika,
za jakych podminek urcuji dva prvky stejnou rozkladovou t¥idu. Dale dokazeme,
Ze jsou vSechny (levé i pravé) rozkladové t¥idy stejné velké a Ze stejné velky je levy
i pravy rozklad. Dusledkem je Lagrangeova véta.

Ve zbytku sekce uvazujme grupu G = (G,-,71 1) a jeji podgrupu H.

Lemma 17.1. Pro kaZdé a,b € G plati
(1) bud aH = bH, nebo aH NbH = (;
(2) bud Ha = Hb, nebo HaN Hb = ).

Diikaz. (1) Predpokladejme, Ze existuje ¢ € aH N bH; dokdzeme, ze aH = bH.
Mame tedy ¢ = ahy = bhs pro néjaka hi, he € H, a tak pro kazdé ah € aH plati
ah = chi'h = bhohy'h € bH
——
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati
bh = chy'h = ahihy'h € aH.
——
€H
Tedy aH = bH. (2) se dokédze analogicky. O

Lemma 17.2. Pro kaZdé a,b € G plati
(1) aH = bH prdvé tehdy, kdyz a='b € H;
(2) Ha = Hb prdvé tehdy, kdy? ab=* € H.

Diikaz. (1) (=) Protoze aH = bH, méme b € aH, a tedy b = ah pro néjaké h € H.
Tudiz a='b = h € H. (<) Jestlize a='b € H, pak pro kazdé ah € aH plati
ah =bb"tah =b(a"'b)"*h € bH
~—_———
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati
bh =aa 'bh € aH.
——
eH

Tedy aH = bH. (2) se dokédze analogicky. O

Lemma 17.3. Pro kaZdé a € G plati |aH| = |Ha| = |H|.
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Dikaz. Vzpomenme na levé a pravé translace L, : G — G, © — a - x, resp. Ry :
G — G, x — x-a, a uvazujme restrikce L,|p, resp. R, |m. Diky kraceni jde o prosté
zobrazeni, obor hodnot L, |y je mnoZina aH, obor hodnot R,|y je mnozina Ha, a
tedy Lq|m je bijekce mezi H a aH, a podobné R,|q je bijekce mezi H a Ha. Cili
vSechny tyto mnoziny maji stejny pocet prvkd. (I

Lemma 17.4. Levy i pravy rozklad G podle H maji stejny pocet prvkii.

Diikaz. Dokazeme, Ze zobrazeni aH +— Ha~! je bijekci mezi levym a pravym roz-
kladem. Vlastné neni vibec jasné, zda jsme korektné definovali zobrazeni: mohlo
by se stat, ze tutéz rozkladovou tfidu mame oznacenu dvéma riznymi zpusoby, tj.
7ze aH = bH pro néjaka a # b, a pritom se ji snazime prifadit dvé rizné hodnoty
Ha™', Hb=1. Oviem plati

aH=0H < a'beH & (a) '=blacH & Ha'=Hb 1,
a tedy zobrazeni je nejen dobfe definované, ale také prosté. Evidentné je i na. [

Dokézali jsme, ze velikost levého i pravého rozkladu (a tedy levych i pravych
transverzal) jsou stejné. Tato hodnota se nazyva index podgrupy H v grupé G a
znaci se

[G:H]=|{aH :a € G}|=|{Ha:a€ G}
Véta 17.5 (Lagrangeova). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak
G| = |H]-[G: H].
Dikaz. Zvolme néjakou levou transverzalu T'; ziejmé |T| = [G : H]. Protoze je
nosnd mnozina G disjunktnim sjednocenim mnozin aH, kde prvky a probihaji

mnozinu 7' (Lemma 17.1), a protoZe jsou vSechny aH stejné velké (Lemma 17.3),
dostédvame |G| = |T| - |H]. O

Vsechna ¢tyfi lemmata i Lagrangeova véta davaji smysl i pro nekonecné grupy
(s pouzitim kardindlnich ¢isel pro oznaceni velikost! mnozin). Pro koneéné grupy
dostavame néasledujici:

Dusledek 17.6. Bud G koneénd grupa a H jeji podgrupa. Pak |H| déli |G|.
Okamzitym diisledkem je Tvrzeni 14.2 — uvazujte H = (a).
17.2. Normalni podgrupy.

Definice. Podgrupu H grupy G nazyvame normdalni, zna¢ime H < G, pokud pro
kazdé a € G plati aH = Ha.

Piiklad.
e V abelovskych grupach je zfejmé kazda podgrupa normalni.
e Jak je vidét z prikladli uvedenych na zacatku této sekce, podgrupa A,, je
normalni v grupé S, ale {id, (1 2)} netvofi normalni podgrupu S;.

Tvrzeni 17.7. Podgrupa H grupy G je normdlni pravé tehdy, kdyZ je uzaviena
na konjugaci libovolngm prvkem grupy G (tj. kdyz pro kazdé h € H a kaZdé a € G
plati aha™' € H).

Dikaz. (=) Bud h € H a a € G. Pak ah € aH = Ha, a tedy existuje k € H
takové, Zze ah = ka. Dostavame aha™' =k € H.

(<) Bud ah € aH. Pak k = aha™! € H, a tedy ah = ka € Ha. Podobné, je-li
ha € Ha, pak | = a~‘ha € H, tedy ha = al € aH. Cili Ha = aH. O



ZAKLADY ALGEBRY 2008/09 87

Dtsledkem je, Ze normalni podgrupy grupy G tvoii svaz, ktery budeme znacit
NSub(G). Infimem je prinik, supremem nejmensi normélni podgrupa obsahujici
sjednoceni; dukaz je analogicky Tvrzeni 11.4. Dokonce plati H V K = HK, kde
HK = {hk : h € H k € K}. Tato mnozina zfejmé obsahuje H i K a neni tézké
ovérit, ze tvori normalni podgrupu.

Piiklad. Uzitim Tvrzeni 17.7 a 16.4 lze dokéazat, Ze mnoZina
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

tvoii normdlni podgrupu grupy Sy (a tedy i grupy Ay): neni tézké nahlédnout, ze
je uzaviena na skladani i invertovani a z Tvrzeni 16.4 plyne, Ze je uzavfena i na
konjugaci libovolnou permutaci. Této podgrupé se fika Kleinova grupa.

Priklad. Mnohem téz8im cvienim na tuto techniku je nésledujici tvrzeni:

e Grupy S,,, n # 4, maji pravé tfi normélni podgrupy: {id}, A, a S,.
Grupa S, ma ¢tyfi normalni podgrupy: navic jesté Kleinovu.

e Grupy A,,, n # 4, maji pouze dvé normalni podgrupy: obé nevlastni.
Grupa A4 mé navic Kleinovu.

Tvrzeni 17.8. Je-li ¢ : G — H homomorfismus grup, pak Ker(y) < G.

Diikaz. Podle Tvrzeni 13.4 jde o podgrupu a je-li h € Ker(p), tj. p(h) =1,aa € G,
pak p(aha=t) = p(a)p(h)p(a)™! = p(a)p(a)™ =1, ¢ili aha™! € Ker(yp). O

Grupy, které nemaji vlastni normalni podgrupy, se nazyvaji jednoduché. Jednim
z nejvétsich algebraickych vysledkt 20. stoleti je klasifikace (tzn. uplny seznam az
na izomorfismus) vSech kone¢nych jednoduchych grup. Dvé fady piikladt uz zndme:
e grupy Zy, p prvocislo: z Lagrangeovy véty plyne, Ze nemaji viibec zadné
vlastni podgrupy;
e grupy A,, n # 4.
Kromé téchto existuje jesté nékolik fad maticovych grup (napf. grupy PSL, (T),
T konecné téleso s aspoii 4 prvky, definované jako faktorgrupa SL, (T)/D, kde D
znadi podgrupu diagonalnich matic s determinantem 1) a déle 26 tzv. sporadickych
grup, které nezapadaji do ani jedné z uvedenych rad.

18. * PUSOBENI GRUPY NA MNOZINE

Cil. Na kazZdou permutaci lze nahlizet tak, Ze pusobi jako hybatel
prvkd mnoZiny, na které je definovand. Tento ndhled lze zobecnit
do pusobent abstrakini grupy na dané mnozine. Budeme studovat
relaci tranzitivity daného pisobeni a odvodime Burnsideovu vétu,
kterd davd do souvislosti pocet orbit a pevné body permutaci. Véta
md Tadu aplikact v kombinatorice i pokrocilejsi teorii grup.

Motivaci pro tuto kapitolu bude nésledujici kombinatorickd tloha.

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit policka ¢tverce 2 x 2 dvéma barvami?
Dvé obarveni pfitom povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého dostat
otocenim ctverce.
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Ulohu je samozfejmé snadné fesit prostym vycétem vSech moznych obarveni; az
na otoceni je to nasledujicich Sest:

Pokud bychom ovsem zvétsili ¢tverec nebo pocet barev, vycet by se stal ne-
zvladatelnym — uvazujte tfeba Sachovnici 8 x 8 a ¢tyfi barvy! Cilem této sekce
je odvodit vzorec (kterému se ¥ikd Burnsideova véta), ktery umoziiuje relativné
snadno pocitat mnoZstvi néjakyjch objekti az na dané symetrie (zde: pocet obar-
veni az na otoceni), a to Casto i v pfipadé, kdy je tento pocéet obrovsky. Teorii
budeme pribézné ilustrovat na situaci z uvedené tulohy.

Definice. Pusobenim grupy G na mnoZiné X rozumime homomorfismus
m: G — Sx.
Hodnotu permutace 7(g) na prvku x budeme znaéit kratce g(z).

ProtoZe jde o homomorfismus, jednotka pusobi jako identita, g—! ptisobi jako
inverzni permutace k 7(g) a plati vztah (g - h)(z) = g(h(x)).

Priklad. Typickymi pfiklady pusobeni jsou nésledujici tii ukéazky.

e Je-li G podgrupa grupy S x, miZeme uvazovat prirozené ptsobeni na mno-
7inu X, pfi¢emz m = id. Specidlné, je-li X néjaka struktura (napf. algebra,
graf, uspofddand mnozina), pak grupa Aut(X) ptsobi pfirozené na nosnou
mnozinu X (resp. vrcholy grafu).

e Grupa GL,(T) pisobi na vektorovy prostor T" jako nasobeni vektoru
matici; tj. 7(A4) je permutace mnoziny 7", kterd vektor v zobrazi na Awv.

e Grupa G = (G,-,~1,1) ptisobi svoji na nosnou mnozinu G

— translacemi, kdyz za 7 vezmeme Cayleyovu reprezentaci, tj. g(x) =
g-x;
— konjugact, kdyz za m vezmeme homomorfismus, ktery prvku g pfiradi
vnitini automorfismus dany prvkem g; tj. g(x) =g -2 - g~ L.
Priklad. V nasi motivacni tloze plisobi grupa G vsech otoéeni ¢tverce (tj. G
sestava z identity a otoeni roviny o 90, 180 a 270 stupiit) na mnozinu X vSech
obarveni ¢verce dvéma barvami (tj. |X| = 2* = 16), pricemz 7(g) je permutace,
ktera danému obarveni pfifadi obarveni, které je pootocené o dany thel.

V celém zbytku sekce budeme uvazovat néjaké pevné dané pisobeni grupy G =
(G,-,71,1) na mnozinu X.

Zavedeme tzv. relact tranzitivity ~ na mnoziné X nasledujicim zptisobem: fek-
neme, ze x ~ y, pokud existuje g € G takové, ze g(x) = y.
Pozorovani 18.1. Relace ~ je ekvivalence na X.
Diikaz. Reflexivita plyne z toho, ze 1(x) = id(x) = x. Symetrie z toho, ze g(x) =
y=9y) =x. Ajelixz~y~ 2, tedy g(x) = y a h(y) = z pro n&jaka g, h, pak
(h-g)(x) =h(g(xz)) = h(y) =z, a tedy x ~ z. O

Bloky ekvivalence ~ nazyvame orbity. Orbitu obsahujici prvek = budeme znacit

[2] ={y € X 1z ~y}.



ZAKLADY ALGEBRY 2008/09 89

Piiklad. V nasi motivaéni tloze jsou v relaci ~ takovéa dvé obarveni, ktera lze jedno
z druhého dostat otoc¢enim; tato jsou sdruzena do jednotlivych orbit. Mnozina vSech
obarveni se tedy rozpadne na Sest orbit nasledujicim zpusobem:

X[ ] [IX]
X
X X[x
X
X

=

LT
XIX][X]X]

IXT]
1]

Vidime, ze feSenim tlohy je pocet orbit v tomto pusobeni.

Bod z se nazyva pevngm bodem permutace 7, pokud 7(z) = x. Mnozinu vSech
pevnych bodt permutace 7(g) budeme znadit

Xy={zxeX:g(x)=1a}
a stabilizatorem prvku x € X nazveme mnozinu
G, ={9€G:g(x) =1z}
Piiklad. Stabilizdtorem obou jednobarevnych obarveni je celd grupa G. Stabiliza-
N . . 1s 2 . .. .
tor obarveni X obsahuje pouze identitu. Stabilizator obarveni % obsahuje identitu
a otoceni o 180 stupnil.
Pozorovani 18.2. G, tvori podgrupu grupy G.
Dikaz. Jednotka nélezi G, nebot 1(x) = id(x) = z. Je-li g,h € Gg, tj. g(x) =
h(z) = z, pak g7} (z) = x a (g h)(z) = g(h(z)) = g(x) = =, tedy mnoZina G, je
uzaviend na vSechny operace grupy. O
Lemma 18.3. Pro kaZdé x € X plati |G| = |G4| - |[2]].
Diikaz. Protoze je G, podgrupa grupy G, Lagrangeova véta rika, ze
Staci tedy dokézat, Ze |[z]| = [G : G,] = [{9G, : g € G}|. Uvazujme tedy zobrazeni
e:{9Ga:9g€ G} —[2],  gGa g(a),
dokézeme, Ze to je bijekce. Pfedné je tfeba ovérit, Ze jsme skuteéné definovali zob-
razeni: mohlo by se stat, Ze tutéz rozkladovou tfidu mame oznacenu dvéma rtiznymi
zpusoby, tj. ze gG, = hG, pro néjakd g # h, a pritom se ji snazime pfiradit dveé
rtizné hodnoty g(x), h(z). OvSem podle Lemmatu 17.2 plati
9G. =hG, & h'ge G, & hlg(z) =z & g(z) = h(z),

a tedy ¢ je nejen dobie definované, ale také prosté. Navic pro kazdy prvek y € [z]
existuje g € G splijici g(z) = y, tedy ¢ je bijekce. O

Z lemmatu plyne, Ze velikosti orbit déli pocet prvki grupy G. (Vsimnéte si, Ze
to je splnéno v nasi motiva¢ni tloze.)

Pfipomenime, ze X/~ zna¢i mnozinu v8ech blokt ekvivalence ~, tj. |X/~| znaéi
pocet orbit daného ptisobeni.
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Véta 18.4 (Burnsideova). Pusobi-li koneénd grupa G na konecnou mnozinu X,

pak
X/~ = 11~ 2 1Xl-
geG
Diikaz. Ozna¢me
M= {(g,2) € G x X : g(z) = a}.
Prvky této mnoziny mtiZzeme spoéitat dvéma zptisoby: bud pro kazdé g pocitdme
pocet x takovych, Ze (g,z) € M, nebo naopak, pro kazdé z pocitdme pocet g
takovych, Ze (g,x) € M. Dostavame tak nasledujici rovnost:
M= 1Xg[ =) |Gl
geG zeX

Pouzitim této rovnosti dopoéitéme uvedeny vzorec:

18.3 1
I ST SRR o B o
qEG reX wEX X
1
> Z - Z Z Z 0l 57 = Z
Oe X/N)IEO Oe(X/N)zeO 0e(X/~) e(X/n~
Vysledek je tedy roven velikosti mnoziny X/~ tj. poétu orbit. (I

Vzorec lze interpretovat tak, Ze ,pocet orbit je roven primérnému poctu pev-
nych bodt permutaci z G*“. V kombinatorickych tlohach byva obvykle mnozina X
obrovska (napf. obarveni velkych objektti mnoha barvami), zatimco grupa symet-
rii pomérné maléd (napf. otoceni ¢étverce jsou jen ¢tyfi, nezavisle na jeho velikosti).
Vytvoreni ,,vSech moZznych konfiguraci“ by jiz pro ¢tverec 4 x 4 bylo ru¢né takika ne-
zvladatelné, ovsem spocitat pocet pevnych bodu pro jednotliva otoceni lze snadno
i v obecném pripadé.

Piiklad. Vratime-li se k nasi motivaéni tloze, vidime, Ze identita zachovava vSechna
obarveni, tedy |X;4| = |X| = 2% = 16. Otoceni o 90 stupiii zobrazuje levy dolni
¢tverec na levy horni, levy horni na pravy horni, atd., ¢ili abychom dostali stejné
obarveni, musi mit v8echny ¢tyii ¢tverce stejnou barvu. Tedy |Xgg| = 2. Podobné
| Xo70| = 2. Otoceni o 180 stupiitt zamétiuje levy dolni ¢tverec na pravy horni a levy
horni za pravy dolni. Tyto dvé dvojice tedy musi byt stejnobarevné, a to lze provést
¢tyfmi zptsoby. Tedy | X1s0| = 4. Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni az na
otoceni I - (16 +2+4+2) =6.

Metodu ilustrujeme na nékolika dalsich tlohach.

Uloha. a) Détska stavebnice obsahuje tii Gervené, tii zelené a tii modré étvercové
desticky. Kolika zpusoby je lze sestavit do velkého ¢tverce 3 x 37 Dvé sestavy po-
vazujeme za totozné, pokud jednu z druhé dostaneme otocenim. b) Jak se vysledek
zméni, pokud je mozné dilky pevné spojovat? Tedy pokud dveé sestavy povazujeme
za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim a prevracenim.

Reseni. Misto sestav budeme uvazovat barveni jednotlivych policek étverce. Cili X
bude mnozina vSech obarveni ¢tverce 3 x 3 danym poctem barev a G bude a) grupa
viech otocleni Gtverce, b) grupa vSech symetrii ¢tverce (tj. G = Dg). Grupa G ptl-
sobi na X tak, 7ze pfislusnd permutace otoli/pfevrati étverec i s jeho obarvenim.
Resenim tlohy je pocet orbit tohoto ptisobeni (dvé obarveni jsou v jedné orbité
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pravé tehdy, kdyz jedno z druhého dostaneme oto¢enim, resp. prevracenim). Vyro-
bime tabulku, v jejimZ prvnim sloupci je seznam prvka grupy G, v druhém pocet
prvkia daného typu a ve tfetim pocet pevnych bodi téchto prvki. Pevnym bodem
se rozumi takové obarveni, které po daném otoceni/pfevriceni vypad4 stejné.

g i |Xg‘
id 1 | 1680
O +90° 2 0
O +180° 1 0
osa pres vrcholy | 2 | 36
osa stfedem hran | 2 | 36

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni
a) 7-(1680+2-0+1-0) =420,
b) £-(16804+2-04+1-0+2-36+2-36) = 228.

N

O

Uloha. Kolik nahrdelnik lze sestavit a) ze tif Gervenych, tif zelenych a t¥i modrych
kulicek, b) z Sesti zlutych a t¥i ¢ernych kuli¢ek? (Nezdlezi na poloze ndhrdelniku,
je mozno jej prevracet ¢i otacet.)

Resend. Misto nahrdelniké budeme uvazovat barveni vrcholfi pravidelného devitia-
helnika. Cili X, resp. Y, budou mnoziny vSech obarveni vrcholt pravidelného deviti-
thelnika danymi barvami a G = D15 bude grupa vsech symetrii pravidelného devi-
titthelnika, kterd ptisobi na X, resp. Y, tak, ze pfislusna permutace otoli/ptrevrati
devitithelnik i s jeho obarvenim. Kazdé orbité tohoto pusobeni odpovida praveé
jeden nahrdelnik (jehoz kulicky jsou usporadany podle toho obarveni). Vyrobime
tabulku podobné jako v ptfedchozi tloze.

g # |Xg‘ |Yg|
id 111680 | 84
O +1 2 0 0
O +2 2 0 0
O +£3 2 6 3
O +4 2 0 0
osové sym. | 9 0 4

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni Tls - (1680 + 2 - 6) = 94, resp. % - (84 +

2:3+9-4)=T1. O
Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma barvami? Kolika
zpusoby lze prifadit sténam c¢isla 1,...,67 A kolik existuje hracich kostek, tj. ko-
lika zpusoby lze prifadit ¢isla 1,...,6 tak, Ze soucet protilehljch stén je sedm?

Dvé obarveni/piifazeni povazujeme za totoznd, pokud lze jedno z druhého dostat
otocenim krychle.

Reseni. Bud X mnoZina vSech obarveni stén krychle dvéma barvami, Y mnoZina
vSech prifazeni ¢isel 1,...,6 sténdm a Z mnozina téch pfitazeni z Y, jejichz pro-
tilehlé stény davaji soucet sedm. G bude grupa vSech otoceni krychle pisobici na
X, Y i Z tak, ze ptislusnd permutace oto¢i krychli i s jejim obarvenim/p¥ifazenim.
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Vyrobime tabulku podobné jako v pfedchozi tloze.

g # |Xg‘ ‘Y.q‘ ‘Zg|

identita 1] 26 6! 48

osa pres stiedy protilehljch stén, £90° | 6 | 23 0 0
osa pfes stfedy protilehljch stén, +180° | 3 | 24 0 0
osa pres stfedy protilehljch hran, +180° | 6 | 23 0 0
osa pres protilehlé vrcholy, 120° 8| 22 0 0

Tedy pocty orbit jsou

o | X/~ =57 (26+3-21+12.2%4+8.2%) =10,

o Y/~ = i - 6! = 30,

o |Z)~ =5 48=2.
Jak znamo, hraci kostky jsou dvé, pravotociva a levotociva, podle poradi stén 1,2,3
pfi pohledu na prislusny roh kostky. O

Burnsideovu vétu lze pouzit v fadé dalsich aplikaci, napr. pokud chceme zjistit
pocet néjakych struktur dan€ velikosti aZ na izomorfismus. Metodu ilustrujeme na
grafech s ¢tyfmi vrcholy. Bud X mnozina vSech graf s vrcholy 1,2, 3, 4. Dva grafy
jsou izomorfni, pokud existuje permutace z S4, ktera prevadi hrany na hrany a
mezery na mezery. Uvazujme tedy ptisobeni grupy Sy na X tak, Zze dand permutace
prehézi vrcholy i s hranami. Orbity tohoto ptisobeni budou obsahovat praveé vSechny
navzajem izomorfni grafy, pocet neizomorfnich grafi je tedy roven poctu orbit.
Resenim je tabulka

g # ‘Xg|
id 1| 28
() | 6] 2¢
()G |3 2¢
(.) | 8] 22
() | 6] 22

Vidime, ze ¢tyfprvkovych grafi je 11.

Na zavér jedna poucnd algebraicka aplikace. Pisobeni grupy se nazyva tranzi-
tivni, ma-li jen jednu orbitu. Podgrupa G grupy Sx se nazyva tranzitivni, pokud
je tranzitivni jeji pfirozené ptisobeni na mnozinu X.

Piiklad. Grupy S,, A,, Ds, jsou tranzitivni. Pasobeni grupy translacemi na
svoji nosnou mnozinu je také tranzitivni. Naopak, ptisobeni konjugaci tranzitivni
neni (nejde-li o jednoprvkovou grupu) — jeho orbity jsou pravé mnoziny navzijem
konjugovanych prvkii. Pésobeni grupy GL,, (T) na vektorovy prostor T" tranzitivni
neni, ale ptisobeni téZe grupy na mnozinu 7" ~ {(0,...,0)} uz tranzitivni je.

Véta 18.5 (Jordanova). KaZdd alespori dvouprvkovd koneénd tranzitivnd grupa ob-
sahugje alespon jednu permutaci bez pevného bodu.

Diikaz. Podle Burnsideovy véty je pocet orbit roven priumérnému poctu pevnych
bodu. Z tranzitivity plyne, Ze pocet orbit je 1. Pfitom identita mé alesporn dva
pevné body, tedy nadprimeérné mnozstvi, musi tedy existovat permutace, kterd ma
podprumeérné mnozstvi pevnych bodi. ProtoZe je pocet pevnych bodt nezidporné
celé ¢islo, jedind podpriimérna hodnota je 0. Tedy existuje permutace bez pevného
bodu. |
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Ptlisobeni grupy translacemi i konjugaci a Burnsideova véta maji fadu pouziti
v pokrocilejsi teorii kone¢nych grup. Pomoci ptisobeni konjugaci 1ze dokdzat napi-.
Sylowovy véty, z nichz snadno plyne napf. klasifikace osmiprvkovych grup ¢i grup
fadu p? a 2p.
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Okruhy

19. ZAKLADN{ VLASTNOSTI

Cil. Pojem okruhu vychdzi ze zdkladnich vlastnosti s¢itini a nd-
sobent, napt. v ciselnych oborech nebo pro matice. V tvodni sekci
pro okruhy adaptujeme pojmy z kapitoly o algebrich (podokruhy,
generdtory, homomorfismy atd.) a pojem idedlu.

19.1. Definice a pfiklady.

Obecny pojem komutativniho okruhu zavedla Emmy Noetherova ve 20. letech
20. stoleti, aby sjednotila do té doby oddélené se rozvijejici teorie ¢iselnych oboru
(rozsifeni celych a racionélnich éisel v oboru komplexnich ¢isel) a obort polynom.
Tfeti vyznamnou rodinu piikladd struktur se séitdnim a nasobenim tvori mati-
cové okruhy; ty obecné nejsou komutativni, coz vede k formulaci obecného pojmu
okruhu. Rada véci v této kapitole je pfimocarym zobecnénim analogickych faktt ze
Sekce 3.

Definice. Okruhem nazyvame algebru R = (R, +, —,-,0) typu (2, 1,2, 0) spliiujici
nasledujici podminky:

(1) (R,+,—,0) je abelovska grupa;

(2) operace - je asociativni;

(3) pro vSechna a,b,c € R plati tzv. distributivita

a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) a (b+c)-a=(b-a)+(c-a).

Okruh se nazyva komutativni, pokud plati a - b = b - a pro vSechna a,b € R.
Rikéme, ze okruh mé jednotku, pokud existuje prvek 1 € R splijici 1-a =a-1=a
pro vSechna a € R.

Tedy obory integrity jsou komutativni okruhy s jednotkou splitujici a - b # 0 pro
kazdé a,b # 0, a télesa jsou komutativni okruhy s jednotkou, kde pro kazdé a # 0
existuje b splnujici a - b = 1.

V okruzich se takika vyhradné pouziva sada operaci +, —,-,0, podobné jako u
grup zkracujeme z —y = x + (—y). Casto vynechavame zavorky, ndsobeni m4 vyssi
prioritu nez scitani.

Piiklad. Zakladni c¢iselné obory tvori okruhy, zejména tedy télesa Q, R, C, obor
integrity Z a okruhy Z, = ({0,...,7 — 1}, + mod ns — mod ns * mod n,0) S operacemi
modulo n. Uvedené piiklady jsou komutativni okruhy s jednotkou. Bez jednotky je
napi. podokruh vsech sudych celych ¢isel.

Priklad. Okruh kvaternioni
H=({a+bi+cj+dk:a,b,ec,deR},+,—,-,0),
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kde, podobné jako v komplexnich ¢islech, se s¢itd po slozkach a nasobi se podle
pravidel uvedenych v definici kvaternionové grupy, tj. dany vyraz roznasobime a
upravime podle pravidel

P=2=k=-1, ij=—ji=k, ik=—ki=—j, jk=—kj=1i.

Kvaterniony tvori nekomutativni okruh s jednotkou, prvky +1,+%, +5, £k tvori
osmiprvkovou kvaternionovou grupu. (Znadi se H podle jejich objevitele Williama
Hamiltona.)

Piiklad. Existuje fada konstrukci, jak z daného okruhu R sestrojit dalsi okruhy.
e Podokruhy a direktni souciny. Mezi dulezité priklady patii tzv. rozsireni
Rlay,...,ay], viz nize.
o Okruhy polynomi a formdlnich mocninngch ad n proménngch nad komu-
tativnim okruhem R

N
Rlz1,...,z,] = ({ Z Qg ey T oxB s ag € RY, 4+, —,-,0),
klv-uykn:O

R X]=({f €R[r1,...,z0]: n€EN,21,...,2p € X}, +,—,-,0),

o0
({ Z Aoy ey T - oaP g, € RY, 4+, —,-,0).
ki, kin=0

R[[xl, e ,azn]]

Jde o komutativni okruhy. Jednotku maji pravé tehdy, ma-li ji R. (Formé&lni
definice viz Sekce 3.)
o Okruh matic n x n nad R

M, (R) = ({A: A je matice n x n nad R}, +,—,-,0),

kde 4+, —, - je maticové sc¢itani, odcitani a nasobeni a 0 je nulovad matice.
Okruhy matic jsou zpravidla nekomutativni a ma-li R jednotku, pak je
jednotkova matice jednotkou v M, (R).

Priklad. Bud G abelovskd grupa a uvazujme algebru
End(G) = (El’ld(G), +a -0, 0);

kde End(G) zna¢i mnozinu vSech endomorfismi grupy G, séitani a odéitani endo-
morfismu je definovdno po prvcich, tj. (f £ g)(z) = f(x) £ g(x), 0 zna¢i konstantni
endomorfismus x +— 0 a o znaci skladani zobrazeni. Je snadné ovérit, ze se jedna o
okruh s jednotkou (obecné nemusi byt komutativni).

I pro okruhy na tvod zformulujeme nékolik jednoduchych fakti.

Tvrzeni 19.1. Bud R okruh, a,b,c € R. Pak

(1) pokud a+c=b+c, pak a=10;

(2) a-0=0-a=0;

3) —(—a)=a, —(a+b)=—-a—b;

(4) —(a-b)=(-a)-b=a-(=b), (—a)-(=b)=abd.

Diikaz. Stejné jako Tvrzeni 3.1. (Dodateéné vlastnosti oborii integrity se pouzily
jen v bodé (5).) O
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7 kapitoly o abelovskych grupach adaptujeme ,nasobeni skalarem“, tj. budeme
znacit
0 n=20
at+a+...+a n>0

n
—a—a—...—a n<0
————

—n

19.2. Podokruhy.

Misto podalgeber okruhu R mluvime o podokruzich. Tedy podmnozina S C R
tvori podokruh pokruhu R, pokud je uzaviena na vSechny operace, tj. pokud 0 € .5,
—a€S,a+be Saa-be S prokazdé a,b € S. Piseme S < R. Podokruhy R a
{0} nazyvame nevlastni. Je ziejmé, ze podokruhy splituji vSechny axiomy okruht
a jsou to tedy také okruhy. Podokruhy komutativnich okruhti jsou komutativni,
ovem podokruh nemusi obsahovat jednotku(!).

Piiklad. Podokruhy okruhu Z tvofi pravé mnoziny aZ, a € Z. Protoze to musi
byt podgrupy grupy (Z,+, —,0), podle Tvrzeni 14.5 jsou aZ jedinymi kandidaty.
Neni tézké ovérit, ze jde o podokruhy. Ptritom jednotku obsahuje pouze nevlastni
podokruh Z.

Zopakujme, 7Ze nejmensi podokruh okruhu R obsahujici danou mnozinu X C R
se nazyva podokruh generovany mnoZinou X a znadi se (X)gr. Je-li R okruh, S jeho
podokruh a aq,...,a, € R, zna¢ime

Sla1,...,a,] ={(SU{a1,...,an})r
a hovofime o rozsireni S o prvky aq, ..., a,. Nasledujici popis prvku takového roz-
sifeni bude velmi dtlezity v posledni kapitole o télesech.
Tvrzeni 19.2. Bud R komutativni okruh, S jeho vlastni podokruh a ai,...,a, €
R. Pak
Sla,...,an] ={f(a1,...,an): f € S[x1,...,z,]}.
Dikaz. Ozna¢me M = {f(a1,...,a,) : f € S[z1,...,2,]}. Je tieba dokazat, ze

(1) mnozina M obsahuje SU {a1,...,an},
(2) vSechny prvky mnoziny M lze nagenerovat z prvka mnoziny SU{ay, ..., a,},
(3) mnozina M je uzaviend na vSechny operace okruhu R.

(1) Prvky S dostaneme skrze konstantni polynomy, prvek a; pomoci polynomu

z; € S[x1,. .y xp]. (2) Je-li f =3 cpyo g, @i - xkn polynom z Sz, . .., z,], pak
flar, .. an) =D Chy,o ki - a’fl -...-ak" je prvek podokruhu S[ay,...,a,], nebot
jde o soucet soucinii prvki cg, ., € Saa ... -af € (a1,...,a,). (3) Oznaéme
a= (ay,...,a,). Pak 0 = 0(a) a je-li f(a),g(a) € M, pak —f(a) = (—f)(a) € M,
f@)+g(@) = (f +9)(@) e M a f(a)-g(a) = (f-g)(a) € M. 0
Priklad.

e Dobte vime, ze Z[i] = {a + bi : a,b € Z}. Protoze i*> = —1 € Z, a tedy

i* € {41, 44} pro viechna k, hodnota polynomu f € Z[z] v bodé i je rovna
néjakému cislu tvaru a + bi, a,b € Z. Tedy

Z[i] ={f(@): feZlzl} ={f(i): f€Zlz], deg f <1}.
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e Podobng, protoze (V/2)® € Z, plati
ZV2 ={f(V2): [ €Zlal} ={[(V2): [€Zla], degf <2}

e 7 podobného divodu
ZIV2,V3 = {f(V2,V3) : f € Z[z,y]} = {f(V2,V3) : f = atba+tey+dry € Z[z,y]}.
Poznamka. Pro komutativni okruhy existuje i relativné dobry popis prvkua obec-
ného podokruhu (X)g:
(X)r ={f(a1,...,an): n€N, f€Zxy,...,x,], f(0,...,0)=0, a1,...,a, € X}.
Dtikaz se provede podobné jako pro predchozi tvrzeni. Hodnotou celo¢iselného po-
lynomu bez absolutniho ¢lenu (tj. polynomu splitujiciho f(0,...,0) = 0) na prvku
obecného oboru se rozumi vypocet, kde nasobeni celym ¢islem interpretujeme jako
vyse uvedené ,nasobeni skaldrem®. Napf. je-li f = 222 + 3z € Z[x], pak v okruhu
Zo méme f(1) = (12 +12) + (1 +1+1) = 1 a v maticovém okruhu My(R) mame

2

FG1)=2-(61)"+3-(61)=2-(§2) +(§3) = (§?)-
19.3. Idealy.

Definice. Podokruh I okruhu R se nazyva idedl, pokud navic spliiuje ra € I a
ar € I pro kazdé a € I a kazdé r € R.

Vsimnéte si, ze {0} a R jsou ideély v libovolném okruhu R; #ika se jim nevlastni.

Idedly daného okruhu R tvoii svaz, ktery se znaéi Id(R). Infimem je priinik,
supremem nejmensi idedl obsahujici sjednoceni; dikaz je analogicky Tvrzeni 11.4.
Jak ukazuje nasledujici tvrzeni, IVJ =1+ J.

Tvrzeni 19.3. Bud R okruh a 11,15 jeho idedly. Pak mnoZiny Iy NI a I; + Iy =
{a1+ a2 : a1 € I1,as € Iy} tvoi idedly okruhu R.

Tyto idealy budeme znacit Iy NIs a Iy + Is.
Dikaz. Diikaz pro prinik je stejny jako v pfipadé priniku podalgeber (viz Tvr-
zeni 11.1). Uzavfenost souctu idedlt na operace +, —, 0 se dokéze stejné jako pro
abelovské grupy (viz uvod Sekce 15) a je-li a; + a2 € I + I a r € R, pak
r(ag +a) =ray +rag € h + Iy a (a1 + a2)r = a1 + agr € I} + Is. O
Tvrzeni 19.4. Bud R komutativni okruh a a € R. Pak

aR={ar:r e R}

tvori idedl, a to nejmenst idedl obsahujici prvek a.

Tento ideal se nazyva hlavni idedl generovany prvkem a.
Dikaz. Necht au,av € aR ar € R. Pak au+ av = a(u+v) € aR, —au = a(—u) €
aR, 0 =a-0€aRar-au=au-r = a-ur € aR. Pfitom jakykoliv ideal I
obsahujici prvek a musi obsahovat i vSechny jeho r-nasobky, takze aR C I, a tedy
aR je nejmensi ideédl obsahujici a. (I

7 predchozich dvou tvrzeni plyne, Ze nejmensi idedl komutativniho okruhu R
obsahujici prvky ai,...,an, tzv. idedl generovany ai,...,ay, je ideal
aiR+---+a,R.

Nasledujici fakt je dilezitou pfisadou metody konstrukce téles, kterou budeme
vyuzivat v zavérecné kapitole.
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Tvrzeni 19.5. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak R je téleso prdvé tehdy,
kdyz md pouze nevlastni idedly.

Diikaz. (=) Bud I ideal v R a pfedpokladejme, ze I # {0}. Zvolme libovolné
0+#a€l. Pakprokazdé b€ Rplatib=a-(a"!-b) €I, atedy I = R.

(<) Ke kazdému 0 # a € R hleddme prvek b € R takovy, ze a - b = 1. Uva-
Zujme hlavni ideal aR. Ten obsahuje prvek a, ¢ili je rzny od {0}, a tudiz podle
predpokladu aR = R. Speciilné 1 € aR, tj. existuje b € R spliiujici 1 = a - b. (]

Toto tvrzeni neplati pro nekomutativni okruhy: napf. okruhy matic M, (T), T
téleso, nemaji vlastni idedly (téz8i cviceni), pfesto nejde o (nekomutativni) télesa.
Problém je, ze mnoziny aR obecné nemusi tvorit idealy.

Mohli bychom vSak uvazovat tzv. jednostranné idealy: podmnozinu I C R uza-
vienou na +, —, 0 nazveme levy idedl (resp. pravy idedl), pokud navic ra € I (resp.
ar € I) pro kazdé a € T a r € R. Pak aR tvofi zarucené pravy idedl a Ra levy
idedl, v kazdém okruhu. Predchozi tvrzeni pak 1ze formulovat obecnéji nasledujicim
zptsobem: Je-li R okruh s jednotkou, pak R je (nekomutativni) téleso < R md
pouze nevlastni levé idedly < R md pouze nevlastni prave idedly. Dikaz je zcela
analogicky ptivodnimu dtikazu. Z toho plyne, ze a¢ maticové okruhy maji pouze ne-
vlastni oboustranné idedly, musi nutné obsahovat vlastni jednostranné ideély: jsou
jimi napt. idedly matic, jejichz vybrany sloupec, resp. fadek, je nulovy.

19.4. Homomorfismy.
Bud R, S dva okruhy. Zobrazeni ¢ : R — S je homomorfismus t&chto okruht,
pokud pro kazdé a,b € R plati
pla+b) =pla) +¢0), ¢la-b)=wpla) ob), ¢(-a)=—pla) a ©0)=0.
Pojmy monomorfismus (neboli vnofent), epimorfismus, izomorfismus, endomorfis-
mus a automorfismus se pouzivaji stejné jako pro obecné algebry. Definujeme
e jddro homomorfismu ¢ predpisem

Ker(p) ={a € R: p(a) =0}
e obraz homomorfismu ¢ predpisem
Im(p) ={b€ S:b=¢(a) pro néjaké a € R}.
Tedy jadro je blok [0] ekvivalence ker(y), definice obrazu se shoduje s definici pro
obecné algebry.

Tvrzeni 19.6. Bud R, S okruhy a ¢ : R — S zobrazent.
(1) Pokud plati pro viechna a,b € R

pla+b)=ga)+¢b) a la-b)=ea)-eb),
pak je ¢ homomorfismus téchto okruhai.
(2) Je-li ¢ homomorfismus, pak Ker(p) tvofi idedl v R a Im(y) tvori podokruh
v S.
(3) Homomorfismus ¢ je prosty pravé tehdy, kdyz je Ker(y) = {0}.

Diikaz. (1) Plyne okamzité z Tvrzeni 13.4. (2) Jadro tvoii podgrupu vzhledem
k operacim +,—,0 podle Tvrzeni 13.4. Je-li ¢(a) = 0 a r € R libovolné, pak
pla-r)=¢(a) - o(r) =0-¢(r) =0aqp(r-a) =) pla) =) 0=0,tedy
Ker(¢p) tvori idedl. Pro obraz sta¢i pouzit obecné Tvrzeni 11.5. (3) Viz Tvrzeni
13.4. ([
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Poznamka. Pfipomeiime, Ze je-li f = > | a;z" polynom z R[z] a u € R, pak
vyrazem f(u) rozumime hodnotu polynomu f na u, tj. prvek f(u) = >, a;u’ € R.
Formalné vzato, dosazovani do polynomu je homomorfismus

eu:R[z] =R, [+ f(u)
Nazyva se dosazovact homomorfismus.

Direktni soucin okruha definujeme stejné jako pro obecné algebry, tj. nosnou
mnozinou je kartézsky soucin nosnych mnozin jednotlivych okruht a operace pro-
vadime po slozkach. I pro okruhy plati algebraicka verze Cinské véty o zbytcich.

Tvrzeni 19.7. Bud'mg,...,m, po dvou nesoudélnd prirozend ¢isla, oznacme M =
my-... -my. Pak
Iing = Lopy X Lpy X oo X Loy, -

Diikaz. Jako pro grupy, viz Tvrzeni 13.5. Je vidét, ze uvedené zobrazeni zachovava
i nésobeni. (]

19.5. Charakteristika okruhu.

Bud R okruh s jednotkou. Jeho charakteristikou rozumime nejmensi n € N
takové, zZe

n-l=14+14+...41=0,
n

pokud takové n existuje, resp. 0 v opaéném piipadé. Je-li R obor integrity (nebo
dokonce téleso), pak je charakteristika zarucené 0 nebo prvodéislo: kdyby n = a - b,
pak bychom mélin-1=(a-1)-(b-1) =0, tedy a-1 =0 nebo b-1 =0, coz by byl
spor s minimalitou.

Prvookruhem okruhu R s jednotkou se rozumi podokruh generovany prvkem 1.
Uvazujme zobrazeni

7Z — R, n—mn-1.

Ztejmé jde o homomorfismus, jehoz obrazem je prvookruh okruhu R. Jeho jadro je
ideal nZ, kde n je charakteristika okruhu R. Pouzijeme-li 1. vétu o izomorfismu,
kterou dokazeme v pristi kapitole, mizeme dedukovat, ze prvookruh je izomorfni
bud okruhu Z v pfipadé charakteristiky 0, nebo Z/n ~ Z,, v ptipadé charakteristiky
n. Zpravidla se prvek n - 1 ztotoznuje s Cislem n € Z a v tom pfipadé muzeme
uvazovat, ze Z, resp. Z, je podokruhem libovolného okruhu s jednotkou.

Tvrzeni 19.8. Bud R okruh s jednotkou prvociselné charakteristiky p. Pak
vp : R—R, a— aP
je homomorfismus.

Rika se mu Frobenitiv endomorfismus.

Dikaz. Ztejmé (a - b)P = aP - bP a podle binomické véty

P
(a+bP=>" (’;) a'bP = aP + b,

i=0
nebot p déli (p) pro kazdé i # 0, p. O

i
Dusledek 19.9. Je-li T konecné téleso charakteristiky p, pak je o, jeho automor-
fismus.
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Diikaz. Protoze podle Tvrzeni 19.5 télesa nemaji zadné vlastni idedly, musi byt
j&dro ¢, trividlni, tedy jde o prosté zobrazeni a podle Lemmatu 1.2 je to bijekce. [

Frobeniovy automorfismy hraji v teorii kone¢nych téles dileZitou roli.
20. * MopuLy

Cil. UvaZujme definici vektorového prostoru, ve které téleso na-
hradime obecnym okruhem; takové strukture se Tika modul. Al-
ternativne, moduly lze povaZovat za reprezentace okruhi pomoct
endomorfismu abelovskych grup. V této sekci se sezndmime s né-
kolika priklady a zdkladnimi pojmy teorie moduli.

Definice. Levym modulem nad okruhem R = (R, +r, —R, 'R, 0), krdtce R-modulem,
rozumime algebru M = (M, +,—,0,(r:) : r € R) typu (2,1,0,1,1,1,...) spliujici
nasledujici podminky:

(1) (M,+,—,0) je abelovské grupa;

(2) pro kazdé r,s € R a m,my,my € M plati

r-(mi+ma)=r-mi+r-ma, (r+rs)-m=r-m+s-m, (r-rs)-m=r-(s-m).

(Abychom odlisili s¢itani a nasobeni v okruhu od séitani a skaldrniho nasobeni v
modulu, pro okruhové operace doplitujeme indexy.)

Pravé R-moduly se definuji analogicky a muzeme dokonce definovat bimoduly,
kde je k dispozici ndsobeni z obou stran, pficemz se pfedpoklada r-(m-s) = (r-m)-s.
(Pro komutativni okruhy samoziejmé neni rozdil mezi levym a pravym modulem.)

Podminka (2) je ekvivalentni faktu, Ze zobrazeni

QD:R_)End(Mv_Fa_aO)) TH(T')

je homomorfismus okruht (pfipometime, ze operace okruhu End(M, +, —,0) jsou
s¢itani po bodech a sklddéni zobrazeni): prvni rovnost fika, ze (r-) je endomo-
morfismus abelovské grupy (M, +, —,0), druhé ¥kd, Zze ¢ zachovéva séitani v obou
okruzich, a tfeti se prekladd na zachovani nasobeni. Jinymi slovy, moduly jsou
reprezentace okruht pomoci endomorfismi abelovskych grup.

Priklad.

e Je-li T téleso, pak T-moduly jsou pfesné vektorové prostory nad T.

e Vektorovy prostor T" lze povaZovat také za M, (T)-modul, skaldrni néso-
beni je jednoduse ndsobeni vektoru matici (sloupcového zleva, resp. fad-
kového zprava). Thned vidime, Ze jde o modul, protoZe matice odpovidaji
linedrnim zobrazenim (endomorfismiim) na vektorovém prostoru T" a na-
sobeni matic odpovida skladani pfislusnych endomorfismi. Levy a pravy
modul jsou v tomto pfipadé odlisné struktury.

e Abelovskou grupu lze povazovat za Z-modul, skaldrni nésobeni je defino-
vanon-a=a+ ...+ a, resp. —a —a — ... — a, analogicky jako pro grupy.

e Libovolny okruh R lze povazovat za levy (resp. pravy) R-modul, pokud
vezmeme levé (resp. pravé) translace vzhledem k nésobeni (tj. 7-s =r g s,
resp. s-r = s-grr). Uvédomte si, Ze pro nekomutativni okruh pravé translace
nedefinuji levy modul a naopak! (Selze posledni rovnost.)
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¢ Bud R okruh, X mnozina a uvazujme mnozinu R¥ viech zobrazeni X — R.
Definujeme-li operace

(f+9)(@) = fl@)+9(x), (- f)x)=r-flz),

dostaneme tzv. volny R-modul nad X.

Misto podalgeber modulu M mluvime o podmodulech. Tedy podmnozina K C M
tvofi podmodul modulu M, pokud je uzaviena na vSechny operace, tj. pokud 0 € K,
—a€K,a+be Kar-ac K pro kazdé a,b € K ar € R. Piseme K <M.

Podobné se adaptuje pojem direktniho souéinu (v této souvislosti se spise pouziva
termin direktni suma) a homomorfismu. Tedy diky Tvrzeni 13.4 je zobrazeni ¢ :
M — N homomorfismem moduldt M — N, pokud pro kazdé a,b € M ar € R plati

pla+b)=ga)+¢b) a ¢(r-a)=r-p(a)
podobné jako pro vektorové prostory (pozor na druhou podminku!). Analogicky
definujeme

e jddro homomorfismu ¢ predpisem
Ker(p) = {a € M : p(a) = 0};
e obraz homomorfismu ¢ pfedpisem
Im(p) ={b € N :b=p(a) pro n&jaké a € M}.

Opét je snadné dokazat, ze Ker(p) tvofi podmodul M, Im(p) tvofi podmodul N a
¢ je prosty pravé tehdy, kdyz je Ker(p) = {0}.

Priklad.

e Podmoduly vektorovych prostort odpovidaji podprostorim, homomorfismy
linedrnim zobrazenim.

e Je celkem ziejmé, ze M,,(T)-modul T™ mé pouze nevlastni podmoduly.
Pfi vhodném pohledu je vidét, Ze endomorfismy tohoto modulu jsou praveé
centralni endomorfismy vektorového prostoru T™ (tj. ty, které komutuji se
vSemi ostatnimi endomorfismy).

e Podmoduly abelovskych grup jako Z-modult odpovidaji podgrupam, ho-
momorfismy homomorfismim abelovskych grup.

e Podmoduly okruhu R povaZovaného za levy (resp. pravy) R-modul odpo-
vidaji levym (resp. pravym) idedlim. Pokud jej povazujeme za R-bimodul,
pak odpovidaji idedlim.

Na zévér uvedeme jesté jeden pojem, se kterym se ¢tendf miize v budoucnu
setkat.

Definice. Bud T téleso. Okruh R se nazyva T-algebra, je-1i zaroven vektorovym
prostorem nad télesem T a plati

t-(rms)=rmr(t-s)=0-r)rs
pro kazdé t € T ar,s € R.

Priklad.

e Je-li S téleso a T jeho podtéleso, pak S je T-algebra.
e Libovolny maticovy okruh R < M,,(T) je T-algebra dimenze < n.
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e Libovolny okruh polynomt R < T[X] je T-algebra (nekoneéné dimenze,
pokud R # T).

Priklad. Bud T téleso a G = (V, F) orientovany graf, ozna¢me P mnozinu vSech
orientovanych cest v grafu G. Definujeme tzv. algebru cest: bude to vektorovy
prostor TVYF na mnozing TV = {3 .y av + 3 cpapp : ay,a, € T}, na
kterém dodefinujeme nésobeni nasledujicim zptsobem: pro dvé cesty pi, p2, soucin
p1-p2 bude cesta vznikla jejich sloZzenim, pokud na sebe navazuji, resp. 0 v opa¢ném
pripadé; pro cestu p a vrchol v, soucin v-p bude p, pokud tato cesta zacina ve vrcholu
v, resp. 0 v opa¢ném pripadé, a soucin p-v bude p, pokud tato cesta koné¢i ve vrcholu
v, resp. 0 v opaéném piipadé; souéin vy - vo dvou vrcholtt bude bud vy = v, jsou-li
totozné, nebo 0 v opaéném piipadé. Na obecné prvky vektorového prostoru TV-F
se pak nasobeni rozsifi pomoci distributivity.

Timto zptisobem lze reprezentovat fadu dobie zndmych algeber. Napt. T-algebra
T[z1,...,2,] je izomorfni algebfe cest grafu s n vrcholy a smyckou u kazdého
vrcholu. T-algebra hornich trojihelnikovych matic n x n je izomorfni algebfe cest
grafu ¢ — e — ... — e s n vrcholy.

Piiklad. Kvaterniony tvori nekomutativni R-algebru dimenze 4.
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Faktoralgebry

Koncept faktorobjektu se objevuje v celé strukturni matematice, s vétsim ¢i
mensim vyznamem. Zcela zasadni vyznam ma pro algebru.

Myslenka je néasledujici: vyrobme z jemného objektu hrubsi objekt tak, ze nékteré
prvky budeme povazovat za totozné. Jako bychom se na objekt podivali zdalky a
misto jednotlivych prvkia zacdali vidét oblacky (navzéjem nerozliSitelnych prvki),
tak jako hvézdar neni schopen rozlisit jednotlivé hvézdy v galaxiich. Na faktorobjekt
(tj. na oblacky) pak pretdhneme strukturu objektu ptivodniho (tj. z jednotlivych
prvka).

Formélné, bud A mnozina s néjakou strukturou (algebra, topologicky prostor,
graf, atd.) a ~ vhodné ekvivalence na A. (Tato ekvivalence popisuje, které prvky
ztotoznime.) Faktorobjekt bude mit za nosnou mnozinu A/~ = {[a]~ : a € A}, tj.
mnozinu vSech bloku této ekvivalence. Strukturu pak pretahneme na bloky tak, ze
blok [a] bude simulovat roli prvku a.

21. FAKTORGRUPY

Cil. Operace dané grupy muzZeme prenést na mnoZinu rozklado-
vych trid jeji normalni podgrupy; tak dostaneme tzv. faktorgrupu.
Ukdzeme si, jak rozpoznat strukturu takové faktorgrupy.

Bud G = (G, -, !, e) grupa a H jeji normalni podgrupa. Definujeme relaci
a~b < a-bled.
Podle Lemmatu 17.2 je a ~ b praveé tehdy, kdyz Ha = Hb, a tedy z Lemmatu 17.1
plyne, ze relace ~ je ekvivalence. Jeji bloky jsou rozkladové tiidy grupy G podle
podgrupy H, a protoze je H normalni, levé i pravé rozkladové tridy jsou totéz, tj.
[a] = aH = Ha.
Na téchto blocich definujeme operace predpisy
[a] b]:=la-b] & [a7"i=la7l].

Meéli bychom samoziejmeé oveérit, Ze je tato definice korektni, tzn. ze vysledek operace
nezavisi na tom, kterym prvkem si dany blok oznacime. Pfedpokladejme tedy [a] =
[c] a [b] = [d], ovéiime, Ze [a-b] = [c-d] a [a~!] = [b7!]. Protoze a ~ c a b ~ d,
tj.a-c' € Hab-d ! e H, z uzavienosti mnoziny H na nésobeni i konjugaci
libovolnym prvkem (Tvrzeni 17.7) dostavame

(ab) - (cd) ' = abd et =actebd re ™t = (act) - e(bd et e H

—— ——
€H €H

a podobné také
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Uvazujme nyni algebru
G/H = ({la] :a€ G}, 7", [e]).

Operace - je o¢ividné asociativni, nebot [a] - ([0] - [¢]) = [a-(b-¢)] = [(a-b) - ] =
([a] - [8]) - [c], a podobné se ovéii i [a] - [e] = [a-€e] = [a] = [e-a] = [e] - [a] a
[a]-[a] ! = [a-a™!] = [e] = [a] 7} [a]. Algebra G/H je tedy grupa, tzv. faktorgrupa
grupy G podle podgrupy H.

Piiklad. Pripomenime rozklad

e grupy Z podle normalni podgrupy nZ, jehoz rozkladové t¥idy jsou praveé
mnoziny [a] = {k € Z : k = a (mod n)}, a = 0,...,n — 1. Faktorgrupa
Z/nZ tedy méa n prvkl, pficemz [a] + [b] = [a +b] = [a + bmod n] a
—[a] = [-a] = [n — a]. Vidime, Ze operace na prvcich Z/nZ jsou jako
operace na ¢islech 0,...,n — 1 modulo n. Jingmi slovy, Z/nZ ~ Z,.

e grupy S, podle normalni podgrupy A,, jenz méa dvé rozkladové tfidy, a to
mnozinu S sudych permutaci a mnozinu L lichych permutaci. Operace na
téchto tfidach je SoS = LoL = S aSoL = LoS = L. Jde o dvouprvkovou
grupu.

Véta 21.1 (o homomorfismu). Je-li p : G — H homomorfismus grup a N normdlnt
podgrupa grupy G takovd, Ze N C Ker(p), pak je zobrazeni

¢v:G/N—H,  [a— p(a)
homomorfismus.

Diikaz. Ptedné je tieba ovérit, Ze je 1) zobrazeni: mohlo by se stat, ze tentyz blok
méme oznacen dvéma riiznymi zpiisoby, tj. ze [a] = [b] pro néjakd a # b, a pFitom
se témto blokim snazime piifadit dvé riizné hodnoty ¢(a), ¢(b). Ovsem

] =[] & a-bPeEN = a-b ' cKer(p) & pla-b')=e & pla) = pb).

Tedy 1 je dobfe definované zobrazeni, a protoze ¥ ([a-b]) = p(a-b) = p(a) - p(b) =
Y([a]) - ¥([b]), je to homomorfismus. O

Dusledek 21.2 (1. véta o izomorfismu). Je-li ¢ : G — H homomorfismus grup,
pak
G/Ker(p) ~ Im(p).

Diikaz. Dosadte do Véty o homomorfismu N = Ker(y). Vysledny homomorfismus
je prosty, nebot

[a] =[B] & a b7 €Ker(p) & pla-b")=e & ola)=p(b),
a uvazujeme-li jej jako zobrazeni G/Ker(p) — Im(¢)) = Im(p), pak je také na. O

Casto se uvadéji jesté dva disledky véty o homomorfismu. ProtoZe pro né ne-
budeme mit dalstho vyuziti a jejich dikazy nejsou tézké, zato vSak dosti technické,
prenechavame je Ctenari.

Dusledek 21.3 (2. véta o izomorfismu). Bud G grupa a H, K jeji normdlni pod-
grupy takové, e K <H. Pak K <H, H'K < G/K a

(G/K)/(H/K) ~ G /H.
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Dusledek 21.4 (3. véta o izomorfismu). Bud G grupa, H jeji normdlini podgrupa
a K jeji libovolnd podgrupa. Pak HK = {hk : h € H,k € K} tvoii podgrupu grupy
G, HhK<JIK a

HK/H ~ K/(HNK).

1. véta o izomorfismu je dobry nastroj, pokud chceme vySetfit, jak vypada dana
faktorgrupa. Chceme-li dokézat, ze G/N ~ H, sta¢i najit homomorfismus G na H,
jehoz jadro je N.

Priklad.

e Uvazujme ¢ : Z — Zy, x — x mod n. Jde samoziejmé o homomorfismus na,
jehoz jadro je {z : x mod n = 0} = nZ. Tedy podle 1. véty o izomorfismu

Z/nZ ~1T,.

e Uvazujme ¢ : S,, — Z*, ktery permutaci pfitadi jeji znaménko. Znadmy
soucinovy vzorec fikd, ze jde o homomorfismus, je o¢ividné na a jeho jadro
sestava ze sudych permutaci. Tedy podle 1. véty o izomorfismu

Sn/A, ~7".

e Jak vypad4 faktorgrupa GL,(T)/SL,(T)? Dvé matice jsou ekvivalentni,

tj. A ~ B, pravé tehdy, kdyz AB~! € SL,(T), tj. pravé tehdy, kdyz
det AB™! = det A - ﬁ = 1, tj. pravé tehdy, kdyz det A = det B. Za
reprezentanty blok si tedy mtzeme zvolit nenulové prvky télesa T a zku-
sime dokézat, ze pfislusna faktorgrupa je izomorfni grupé T*.
Uvazujme zobrazeni ¢ : GL,(T) — T*, A+ det A. Ze sou¢inového vzorce
det AB = det A - det B plyne, Ze jde o homomorfismus. Jeho jadro sestava
z matic s determinantem 1, tj. Ker(¢) = SL,(T). Tedy podle 1. véty o
izomorfismu

GL,(T)/SL,(T) ~ T*.

e Jak vypada faktorgrupa S4/H, kde H je Kleinova podgrupa? ProtozZe |Ss| =
24 a |H| = 4, podle Lagrangeovy véty je |Sy/H| = 6, tedy tato faktorgrupa
je izomorfni bud s grupou S3, nebo s cyklickou grupou Zg. Dokéazeme, Ze
grupa S,/H neni abelovskd, tudiZ je spravné prvni moznost:

[(123)]0[(1234)]:[(123)0(1234)]:[(1342)}7
[(1234)]0[(123)]=[(1234)0(123)]=[1324)],

oviem [(1342)] #[(1324)], nebot (1342)0(1324)"1=(124)¢H.

Poznamka. Pomoci 1. véty o izomorfismu lze provést piehlednéjsi dikaz klasifikace
cyklickych grup (Véta 14.4). Bud G = (a) cyklickd grupa a uvazujme zobrazeni

p:7Z— G, k— kX a.

Jisté Im(p) = G. Je-li zobrazeni prosté, pak G ~ Z. V opacném piipadé je
Ker(p) = nZ, kde n = ord(a), a podle 1. véty o izomorfismu G ~ Z/nZ ~ Z,.
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22. FAKTOROKRUHY

Cil. Operace daného okruhu miZeme prenést na mnozZinu roz-
kladovych trid jeho idedlu; tak dostaneme tzv. faktorokruh. Ukd-
zeme si, jak rozpoznat strukturu takového faktorokruhu. Jako apli-
kaci ziskame dulezitou metodu konstrukce teles jako faktorokruhi
podle mazximdlniho idedlu. Na zdvér si ukdZeme, jak se dd zobecné-
nit Cinskd véta o zbytcich z celjch &isel na libovolné komutativnd
okruhy.

22.1. Konstrukce faktorokruhu.
Bud R okruh a I jeho ideél. Definujeme relaci

a~b & a—-bel

Protoze je (R, 4+, —,0) abelovskd grupa a (I,+,—,0) jeji (normalni) podgrupa, re-
lace ~ je ekvivalence a jeji bloky jsou rozkladové tiidy této podgrupy, tj.

[a] =a+I.
Na téchto blocich definujeme operace predpisy

[a] + 0] :==[a+0b], —a]:=[-a] &  [a]-[b] :=[a-0].
Diky sekci o faktorgrupach jiz vime, Ze operace +,— jsou definovany korektné,
zbyvé oveéfit korektnost pro ndsobeni. Predpokladejme tedy [a] = [¢] a [b] = [d],
dokézeme, Ze [a-b] = [c-d]. Protoze a ~cab~d,tj.a—c€lab—de I, mme
také (a —c)-belac-(b—d)el,atedy (a—c)-b+c-(b—d)=a-b—c-del.
Cilia-b~c-dala-b=][c-d].
Uvazujme nyni algebru
R/I=({[a] : a € R},+,—,-,[0]).
Podobné jako pro faktorgrupy je snadné ovérit, ze jde o okruh, tzv. faktorokruh
okruhu R podle idedlu 1.
Véta 22.1 (o homomorfismu). Je-li ¢ : R — S homomorfismus okruhi a I idedl
okruhu R takovy, Ze I C Ker(p), pak je zobrazent
v:R/I—S,  [a] — p(a)

homomorfismus.

Diikaz. Stejné jako pro grupy. (Viz téZ obecny piipad 23.1.) O

Dusledek 22.2 (1. véta o izomorfismu). Je-li ¢ : R — S homomorfismus okruhi,
pak
R/Ker(p) ~ Im(p).

Dusledek 22.3 (2. véta o izomorfismu). Bud R okruh a I, J jeho idedly takové,
Ze J <1. Pak J je idedl v 1, I/J je idedl v R/J a
(R/3)/(1/3) ~ R/T.

Dausledek 22.4 (3. véta o izomorfismu). Bud R okruh, I jeho idedl a S jeho po-
dokruh. Pak S+ 1 ={s+i:s € S,i €I} tvoii podokruh okruhu R a

(S+1)/I~S/(SNT).
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Priklad. Jak vypadé faktorokruh Z[z]/I, kde I = {f € Z[z] : 3| f(0)}? Dva
polynomy jsou ekvivalentni, tj. f ~ g, pravé tehdy, kdyz f — g € I, tj. pravé tehdy,
kdyz 3| f(0)—g(0), tj. pravé tehdy, kdyz f(0) = ¢g(0) (mod 3). Existuji tedy pfesné
tfi rozkladové t¥idy a podle 1. véty o izomorfismu je

Zlx)/1 ~ Zs,
jak dokazuje homomorfismus ¢ : Z[z] — Z3, f — f(0) mod 3.

Zvlaste dulezity je piipad, kdy R je komutativni okruh a I jeho hlavni idedl. Je-li
I = mR, zapisujeme faktorokruh zkracené R/m. Jak takovy faktorokruh vypada?
Dva prvky jsou ekvivalentni, tj. a ~ b, pravé tehdy, kdyz a — b € mR, tj. pravé
tehdy, kdyz m | a — b, tj. pravé tehdy, kdyz a = b (mod m). Je-li v okruhu R
definovédno déleni se zbytkem, prvky R/m muZeme reprezentovat pomoci zbytki
po déleni m a operace v R/m funguji jako operace v pivodnim okruhu modulo m:

[a] £ [b] = [a £ b] = [a £+ b mod m], [a] - [b] = [a-b] = [a-bmod m].

Priklad. Podobné jako pro grupy, prvky faktorokruhu Z/n miizeme reprezentovat
jako zbytky po déleni ¢islem n, tj. jako ¢isla 0, ..., n—1, pficemz operace provadime
modulo n. Dosadime-li do 1. véty o izomorfismu homomorfismus ¢ : Z — Z,,
x — x mod n, jehoz jadro je idedl nZ, dostaneme

Z/n ~ZLy,.

(Vzpomeiite na aplikaci tohoto pozorovani pfi charakterizaci prvookruhi.)

~evs

e Prvky faktorokruhu Z[z]/z — 1 miZeme reprezentovat jako zbytky po déleni
polynomem x — 1, tj. jako konstatni polynomy, pficemz operace provadime
modulo polynom z — 1. Dosadime-li do 1. véty o izomorfismu homomorfis-
mus ¢ : Zz] — Z, f — f(1), jehoz jadro je

{fezlz]: f1) =0} ={f €Zlx] : 2 - 1| f} = (z — 1)Z[z],
dostaneme
Zlz)/x —1~7Z.

e Prvky faktorokruhu Z[z]/2? — 1 miiZeme reprezentovat jako zbytky po dé-
leni polynomem 22 — 1, tj. jako polynomy stupné < 1, pfi¢emZ operace
provadime modulo polynom z2 — 1. Dosadime-li do 1. véty o izomorfismu
homomorfismus ¢ : Z[z] = Z x Z, f — (f(1), f(—1)), jehoz jadro je

{(fezl): fA) = F(-1) =0} = {f € Zla) i 1| f, 2+ 1] f}

—{feZl): (@—Da+1) =22 ~1] f}
= (2* — 1)Z[a],

dostaneme

Zlz]/z* =1 ~Z x Z.
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e Prvky faktorokruhu Z[z]/x? + 1 miiZeme reprezentovat analogicky, oviem
dostaneme zcela odlisny okruh. Dosadime-li do 1. véty o izomorfismu ho-
momorfismus ¢ : Z[x] — Z[i], f — f(i), jehoz jadro je

{feZlx]: f(i) =0} ={f € Z[z] : f(i) = f(—i) =0}
={feza]:z—ilf, x+ilf}
={f€Zla]: (z—i)(x+i) =2 +1] f}
= (a® +1)Z[a],

dostaneme
Zlx)/x* + 1 ~ Z]i].

Poznamka. Analogicky jako pro grupy a okruhy lze definovat faktormodul da-
ného R-modulu podle podmodulu. Konkrétné, je-li M modul a K jeho podmodul,
definujeme relaci

a~b & a—-bekK.

Dokazte sami, ze jde o ekvivalenci, Ze jsou modulové operace na tiidach ekvivalence
dobfe definovany a dokazte véty o homomorfismu a izomorfismu.

22.2. Maximalni idealy a konstrukce téles.

Ideél I okruhu R nazveme mazimdlni, pokud je I maximélni v usporddané mno-
ziné vlastnich idealt, tj. pokud neexistuje ideal J spliujici I C J C R. Konstrukce
téles zaloZzena na nasledujici vété nachazi velkého pouziti v zavéreéné kapitole i v
pokrocilejsi teorii téles.

Véta 22.5. Je-li R komutativni okruh s jednotkou a I jeho mazximdlni idedl, pak
je faktorokruh R/I téleso.

Diikaz. Podle Tvrzeni 19.5 sta¢i dokazat, ze okruh R/I neobsahuje zadné vlastni
idedly. Pro spor tedy uvazujme vlastni idedl K v R/I a definujme

J={a€R:[a € K}.

Ukézeme, 7e J tvoii idedl okruhu R. Skutecné, 0 € J, nebot [0] € K. A jsou-li
a,b € J, tj. [a],[b] € K, pak a b € J, nebot [a £ b] = [a] £ [b] € K, a navic pro
libovolné » € R je a-r € J, nebot [a-r] = [a] - [r] € K. P¥itom I C J, nebot pro
kazdé ¢ € I mame [i] = [0] € K, a I # J # R, protoze K tvofi vlastni idedl. Tim
dostavame spor s predpokladanou maximalitou idealu I. (I

Poznamka. Tuto vétu lze vyslovit v mnohem obecnéjsi formé: svaz ideali okruhu
R/I je izomorfni s intervalem [I,R] ve svazu ideald okruhu R (izomorfismem je
zobrazeni K — {a € R: [a] € K}). Tato vlastnost je snadnym dusledkem obecnéjsi
Véty 23.3 v kombinaci s Tvrzenim 23.5 a plyne z ni také opa¢né implikace ve Vété
22.5: neni-li I maximélni, pak R/I neni téleso.

Poznamka. Podobnou charakterizaci lze dokdzat i pro obory integrity: faktorokruh
R/I je obor integrity pravé tehdy, kdyZ je I tzv. prvoidedl, tj. pokud plati néasledujici
podminka: kdykoliv a - b € I, pak a € I nebo b € I. Hlavni idedl mR je prvoideal
pravé tehdy, kdyz je m prvocinitel.

Typické pouziti Véty 22.5 je v situaci, kdy je R obor integrity hlavnich ideald
(napf. Z nebo T[z]) a I = aR hlavni idedl generovany ireducibilnim prvkem a.
Takovy idedl je maximalni: pfipomenime, %e a | b pravé tehdy, kdyz bR C aR,
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z Cehoz plyne, ze idedl aR je maximélni (nejde zvétsit) pravé tehdy, kdyz je a
minimalni (nejde zmensit) vzhledem k délitelnosti, tj. ireducibilni. (V obecnych
oborech je vSak tato tivaha chybna, protoze mezi aR a R by mohl existovat ideal,
ktery neni hlavni!)

Priklad. Faktorokruh Z/n ~ Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvoéislo, coz je
pravé tehdy, kdyz je nZ maximalni ideal.

Priklad. Uvazujme podobné piiklady jako v pfedchozim odstavci. Rozdil je v tom,
Ze Q[z] je (narozdil od Z[x]) obor integrity hlavnich idealt.

e Polynom z—1 je ireducibilni, tedy idedl (z—1)Q[x] je maximé&lni, a skutecné
podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/z — 1 =~ Q téleso.

e Polynom 2 — 1 neni ireducibilni, tedy ideal (2 — 1)Q[z] neni maximéln{
(napt. idedl (xz — 1)QJx] je vétsi), a skuteéné podle 1. véty o izomorfismu
Q[z]/2? — 1 ~ Q x Q neni té&leso.

e Polynom z2 + 1 je ireducibilni, tedy ideal (x? + 1)Q[z] je maximélni, a
skute¢né podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/2? + 1 ~ Q[i] té&leso.

Priklad. Polynom z — 1 je sice ireducibilni v oboru Z|z], ale faktorokruh
Zz)/z —1~1Z

téleso neni: to proto, Ze existuje (nehlavni) idedl I takovy, ze (x —1)Z[z] C I C Z[z],
napf. I ={f €Z[x]: 2] f(1)}.

Pomoci faktorizace obort Z,[z] podle hlavnich idedltt generovanych ireducibil-
nimi polynomy se konstruuji konecna télesa. Je-li f ireducibilni polynom stupné
k, pak |Z,[z]/f| = p*, protoze prvky tohoto faktorokruhu lze reprezentovat po-
moci polynomiu stupné < k. Vezmeme-li na nich operace modulo f, dostaneme
pF-prvkové téleso.

V posledni kapitole dokazeme, Ze konecné téleso velikosti n existuje pravé tehdy,
kdyz n = p* pro néjaké prvoéislo p a pfirozené &islo k, a navic jsou-li T, S dvé
koneéné télesa stejné velikosti, pak T ~ S. To jediné téleso velikosti p* se obvykle
mnadi Fpi. Piitom F), = Z,, a napf. Fy = Zy[z]/a*+2+1. (Uvédomte si, ze Fy % Zy!)

22.3. * Zobecnéna Cinska véta o zbytcich.

Tvrzeni 13.5 a 19.7 popisuji algebraickym jazykem Cinskou vétu o zbytcich pro
celé ¢isla: jsou-li myq, ..., m, po dvou nesoudé€lna prirozena ¢islaa M = mq-...-my,,
pak

Z]VI:Zml X ... XZmn7
protoze zobrazeni
x +— (x mod my, ...,z mod m,)

zachovava s¢itani i ndsobeni. P¥i reprezentaci Z,, ~ Z/n tak dostavame

Z/M ~7/my X ... x L/my,
pricemz predpoklady véty se preklddaji do feci idedlt jako m;Z 4+ m;Z = 7 pro
kazdé i # j (Bézoutova véta) a MZ = (| m;Z. Toto tvrzeni lze radikilné zobecnit.

Vé&ta 22.6 (Zobecnéna Cinsk4 véta o zbytcich). Bud R okruh s jednotkou, My, ..., M,
jeho idedly splriiujici M; +M; = R pro kazZdé i # j a oznacme

M:ﬁm.

i=1
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Pak
R/M~R/M; x ... x R/M,,.
Pripomenme, Ze jsou-li I, J idedly okruhu R, pak podle Tvrzeni 19.3 tvori mno-
Zing INJilI4+J={a+b:a€lbec J} také idedl. Pro dikaz véty potiebujeme
nasledujici pomocné lemma.

Lemma 22.7. Bud R okruh s jednotkou, N, My, ..., M, jeho idedly splriujici N +
M; = R pro vsechna i a oznacéme

Pak M+ N =R.

Drikaz. Evidentné staci dokazat, ze 1 € M + N: v tom pfipad€ 1 = a+ b pro néjaka
a€ M,be N alibovolné r € R lze napsat jakor =r-1=ra+rbe M + N.
Vime, ze pro vsechna i plati N + M; = R, tedy existuji ¢; € N a d; € M;
spliiujici 1 = ¢; + d;. Pak
121112(01+d1)(02+d2)(Cn+dn):
:dldz"’dn+Cld2"'dn+d102"'dn+0162"'dn+...+6102"'Cn.
Prvek dids - - - d,, ndlezi M, nebot pro kazdé i mame d; € M;, tedy i dids---d,, €
M;, a proto dids---d, € ﬂ?zl M; = M. Vsechny ostatni s¢itance jsou prvkem N,
nebot v kazdém z nich je néjaké ¢, € N a podle definice idedlu tam je i libovolny
jeho nasobek. Tedy i jejich soucet je v N, a tak jsme nasli rozklad 1 € M + N. O

Zobecnéna Cinska véta o zbytcich je viceméné ocividnym dtsledkem nasleduji-
ciho tvrzeni.

Lemma 22.8. Za predpokladu Véty 22.6, zobrazent
¢:R—>R/M; x...x R/M,

€= ([‘r}Mu ) [‘T]Mn)
je epimorfismus (tj. homomorfismus na).
Dikaz. Z definice faktorokruhu plyne, Ze to je homomorfismus. Zvolme uy, ..., u, €
R, zkonstruujeme x € R spliujici

o(x) = ([ur)m,, - - fun]m,, )
Oznaéme N; = ﬂj;ﬁi M,;. Podle Lemmatu 22.7 plati M;+N; = R, tedy 1 € M;+N;,
a tak muzeme zvolit a; € M;, b; € N, splnujici
1= a; + bz

Polozme

T =biuy + ...+ bpu,.
Dokézeme, Ze pro vSechna ¢ plati [z]am, = [ui]m,, neboli ze x —u; € M;. RozepiSeme

Tr— U; = iju]‘ — U; = ijUj + (bz — 1)’(14 = ijuj — Q;Us;.
=1 i i
Protoze b; € M; pro vSechna j # ¢, mame také bju; € M; pro vSechna j # 7, a tedy
cela suma Z#i bju; € M;. Zarovén a; € M;, tedy i a;u; € M;, a rozdil obou prvki
je také v M. |
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Diikaz Vety 22.6. Jadro zobrazeni ¢ z piredchoziho lemmatu je
Ker(p) ={z € R: p(z) =([0],...,[0))} ={z € R:x € My,...,z € M,}

={ze€eR:z€ ﬁMz}:ﬁMle
i=1 i=1

1. véta o izomorfismu tak fika, ze R/M ~ Im(p) = R/M; x ... x R/M,,. O

Dusledek 22.9. Bud R obor integrity hlavnich idedli, m1,...,m, jeho po dvou
nesoudélné prvky a oznacme M =mq - ... -m,. Pak
R/M ~R/m; X ...x R/m,.

Diikaz. Ve Vété 22.6 dosadte za M; hlavni idedl m;R. Je tfeba ovéfit, ze (1) m; R+
m;R = R pro vSechna i # j a (2) (i_, m;R = MR.

(1) Protoze je R obor hlavnich idealdi, z Bézoutovy rovnosti existuji u,v € R
spliiujici 1 = NSD(m;, m;) = um; + vm; € m;R+ m;R. Tedy m; R+ m;R = R.

(2) Jingmi slovy, chceme dokézat, ze prvek a je délitelny v8emi m; pravé tehdy,
kdyZ je délitelny prvkem M. (Pfipomenme, Ze a je prvek mR pravé tehdy, kdyz
m | a.) To ovSem plyne okamzité z nesoudélnosti prvki m;. O

Dtsledek 22.9 nachézi uplatnéni v pocitacové algebre: analyzou jeho dikazu lze
ziskat napft. rychly algoritmus na feSeni Cinské véty o zbytcich.

Piiklad. Pro R = Z dostavame Cinskou vétu o zbytcich ve formé Tvrzeni 19.7.

Priklad. Pro R = T[z] a m; = x — a; € T[z] dostavame Vétu o interpolaci 9.6.
(Zde je t¥eba si uvédomit, ze okruh T[z]/my - - - m,, je reprezentovan polynomy nad
T stupné < n, dale ze T[z]/m; ~ T, a také ze f mod (z — a;) = f(a;).)

Piiklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ve kterém existuji maximalni
idedly Iy,...,I, takové, ze (| I; = {0}. Pak, diky Vétam 22.6 a 22.5, je R izomorfni
soucinu n téles.

23. * FAKTORALGEBRY

Cil. Operace dané algebry mizZeme prenést na mnoZinu bloki
néjaké jeji kongruence; tak dostaneme tzv. faktoralgebru. Jde o
zobecneéni pojma faktorgrupy a faktorokruhu.

23.1. Konstrukce faktoralgebry.
Bud A = (A, F) algebra (opét uvazujme pouze algebry s operacemi arity nejvyse
dva). Ekvivalence ~ na nosné mnoziné A se nazyva kongruence algebry A, pokud
e pro kazdou bindrni operaci * algebry A
a~c, b~d implikuje axb~cxd;
e pro kazdou unéarni operaci ’ algebry A
a~b implikuje a ~ V.
Na blocich ekvivalence ~ definujeme operace predpisy
e [a] x [b] := [a * b] pro kazdou binarni operaci * algebry A;
e [a] := [a/] pro kazdou unarni operaci ’ algebry A;
e (' :=[c] pro kazdou konstantu ¢ algebry A.
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Podminky z definice kongruence fikaji presné to, Ze jsou tyto operace korektné
definované. Uvazujme nyni algebru

A/~=({[a] :a € A},G)

stejného typu jako A s vySe uvedenymi operacemi. Nazyva se faktoralgebra algebry
A podle kongruence ~.
Priklad. Na algebfe (Z,+) uvazujme kongruenci = (mod n). To, Ze jde o kon-
gruenci, jsme dokézali v itvodu skript jako Tvrzeni 2.7. Bloky této kongruence jsou
zbytkové tiidy po déleni n a reprezentujeme-li je pomoci ¢isel 0,...,n — 1, operace
faktoralgebry funguje jako s¢itdni modulo n. Tedy Z/~ ~ ({0,...,n—1}, 4+ mod n)-

Kazdé algebra A ma alespon dvé kongruence, fika se jim nevlastni: je to nejmensi
kongruence id = {(a,a) : a € A} a nejvétsi kongruence A x A = {(a,b) : a,b €
A}. Kongruence dané algebry tvori tplny svaz, znac¢ime jej Con(A). Uspofadanim
se rozumi C, prisekem je prinik a spojenim kongruenci «;, ¢ € I, je nejmensi
ekvivalence obsahujici | J;.; o; (coz zpravidla neni sjednoceni!).

Je-li ¢ : A — B homomorfismus, pak jddro, tj. ekvivalence

ker(p) :={(a,b) € A x A: p(a) = ¢(b)}

je kongruence algebry A (ovéfeni tohoto faktu je snadné).

Véta 23.1 (o homomorfismu). Je-li ¢ : A — B homomorfismus algeber a ~

kongruence algebry A takovd, Ze a ~ b implikuje p(a) = ¢(b), pak je zobrazeni
v:A/~—B, o]~ p(a)

homomorfismus.

Diikaz. Predné, i je zobrazeni, protoze [a] = [b] pravé tehdy, kdyz a ~ b, coz

implikuje p(a) = ¢(b). Pfitom pro libovolnou binarni operaci * na A a odpovidajici
operaci oc na B mame

U(la b)) = p(axb) = p(a) o p(b) = P([a]) o ¥([b]),
pro libovolnou unérni operaci ’ na A a odpovidajici operaci / na B mame
U([a']) = ¢(d') = ¢(a)” = ([a])"

a pro libovolnou konstantu ¢ na A a odpovidajici konstantu d na B mame v ([c]) =
©(c) = d, tedy 9 je homomorfismus. O

Dusledek 23.2 (1. véta o izomorfismu). Je-li ¢ : A — B homomorfismus algeber,
pak
A Jker(p) ~ Im(p).

Dikaz. Dosadte do Véty o homomorfismu za ~ kongruenci ker(yp). Vysledny ho-
momorfismus je prosty, nebot

[a] = [B] & (a,) € ker(p) = ¢(a) = p(b),
a uvazujeme-li jej jako zobrazeni A /ker(p) — Im(¢)) = Im(y), pak je také na. O
Intervalem [a, b] ve svazu (X, <) rozumime podsvaz ({z € X : a <z < b}, <).

Véta 23.3. Je-li A algebra a ~ jeji kongruence, svaz Con(A/~) je izomorfni
intervalu [~, A?] ve svazu Con(A).
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Dikaz. Definujeme dvé zobrazeni
[~ A% = Con(A/~),  o(=)={([a~,[b].) : a= b},
¥ : Con(A/~) — [~ A%, (=) ={(a,b) : [a] =[] }-

Nenfi tézké ovétit, ze ¢(=2) je skutecné kongruence algebry A/~ a ze ¥(=) je kongru-
ence algebry A obsahujici ~. Dale je vidét, ze p(¢(=)) = =~ a ¥(p(x)) = =, tedy
©, 1 jsou navzajem inverzni zobrazeni, Cili bijekce. Pfitom obé zobrazeni ziejmé
zachovavaji uspofddani (Gim vétsl ~, tim vétsi p(=), resp. ¥(=)), jsou to tedy
izomorfismy téchto svazu. |

23.2. Kongruence grup a okruhua.

Vsimnéte si, ze ekvivalence ~ definovana v tivodu sekce o faktorgrupach i fakto-
rokruzich je kongruenci pfislusné grupy, resp. okruhu. Plati i v jistém smyslu opacné
tvrzeni: kazda kongruence dané grupy, resp. okruhu, vznika touto konstrukci z né-
jaké normalni podgrupy, resp. idealu. Tato tvrzeni nyni dokazeme.

Tvrzeni 23.4. Je-li ~ kongruence grupy G = (G,-,71 1), pak [1]~ tvo¥ normdini
podgrupu grupy G a a ~ b prdvé tehdy, kdyZ a-b=' € [1]..

Dikaz. Blok [1]. zFejmé obsahuje jednotku a déle, je-lia,b € [1]~,tj.a~1ab~ 1,
pak z definice kongruence plynea ' ~ 17! =1, a-b ~ 1-1 = 1 a navic pro libovolné
ceGplaticra-ct ~c-1-c7t=c-c7t = 1. Tedy blok [1]~ je uzavien na vechny
operace i konjugaci. Nakonec vidime, ze a-b™* ~1 < a-b"t-b~1-b & a~b. O

Jingmi slovy, svazy Con(G) a NSub(G) jsou izomorfni, izomorfismus zobrazuje
kongruenci ~ na podgrupu [1]..
Tvrzeni 23.5. Je-li ~ kongruence okruhu R, pak [0]. tvori idedl okruhu R a a

a ~ b prdvé tehdy, kdyz a — b € [0]..

Diikaz. Podle Tvrzeni 23.4 jiz vime, Ze [0]~ tvoii podgrupu grupy (R, +, —,0). Je-li
reRaa€[0l~,paka-r~0-r=0ar-a~r-0=0,¢ili [0]. je ideal. Analogicky
a—b~0 & a—-b+b~0+0 & a~b. O

Jingmi slovy, svazy Con(R) a Id(R) jsou izomorfni, izomorfismus zobrazuje
kongruenci ~ na ideal [0]~.

23.3. Faktoralgebry v obecném jazyce.
Ekvivalence ~ na nosné mnoziné A se nazyva kongruence algebry A = (A, F),
pokud pro kazdé w € Q a a; ~ b1, ..., ar@) ~ br() plati

Fw(al, ey aT(w)) ~ Fw(bl7 e ,bT(w)).
Na blocich ekvivalence ~ definujeme operace predpisy
Gollaa], - [arw)]) = [Fular, ... ar@))]

pro kazdé w € Q a ay, ..., ar,) € A. Podminky z definice kongruence piesné iikaji,
Ze jsou tyto operace korektné definované. Uvazujme nyni algebru

A/~ =({la] :a € A},G)

stejného typu jako A s vySe uvedenymi operacemi. Nazyva se faktoralgebra algebry
A podle kongruence ~.
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Véta 23.6 (o homomorfismu). Je-li ¢ : A — B homomorfismus algeber a ~
kongruence algebry A takovd, Ze a ~ b implikuje p(a) = ¢(b), pak je zobrazeni

v:A/~—=B, o] — p(a)
homomorfismus.

Dusledek 23.7 (1. véta o izomorfismu). Je-li ¢ : A — B homomorfismus algeber,

pak
A /ker(p) ~ Im(p).

Véta 23.8. Je-li A algebra a ~ jeji kongruence, svaz Con(A/~) je izomorfni
intervalu [~, A?] ve svazu Con(A).

Ditikazy lze provést analogicky jako pro Véty 23.1-23.3.
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Télesa

Pfipomenme, Ze télesem rozumime komutativni okruh s jednotkou, jehoz kazdy
nenulovy prvek je invertibilni. (Néktefi autofi definuji télesa tak, Ze nemuseji byt
nutné komutativni; je-li to nutné, pak vyslovné uvadsji ,komutativni t&leso”.) Nej-

N

o téleso komplexnich éisel C a jeho podtélesa (Q, R a dalsi, viz nasledujici
sekee);
o a dale konecénd télesa (Z, a dalsi, viz Sekce 27).

7 predchozich kapitol pfipomenme
e konstrukei podilového télesa daného oboru integrity (Tvrzeni 8.1);
e a konstrukei téles jako faktorokruht podle maximalnich idedlt (Véta 22.5).

Pripomenme, Ze charakteristikou télesa rozumime nejmensi n € N takové, Ze
n -1 = 0, pokud takové n existuje, resp. 0 v opacném pripadé. Charakteristika
télesa je zarucené 0 nebo prvocislo. Napf. charakteristika Q, R, C je 0, charakte-
ristika kone¢ného p*-prvkového télesa je p, charakteristika T[z]/f je stejnd jako
charakteristika T.

Nejmensi podtéleso (musi obsahovat prvek 1) se nazyva prvotéleso. V Sekei 19.5
jsme dokézali, Ze prvookruh je izomorfni bud Z (v charakteristice 0) nebo nékterému
Z,, (v charakteristice n). Kazdé téleso tedy obsahuje podtéleso izomorfni bud Q (t;j.
podilovému télesu prvookruhu Z) nebo nékterému Z,,.

Rozsirenim telesa T rozumime libovolné nadtéleso S > T. Na teorii téles tedy lze
pohliZet jako na studium rozsifeni télesa Q, s aplikacemi napf. na studium kofeni
celo¢iselnych polynomi, nebo jako na studium rozsifeni téles Z,, pod néz spada
napft. teorie konecnych téles. Do zakladi obou teorii nahlédneme v této kapitole.

24. ROZSIRENI KONECNEHO STUPNE

Cil. Budeme studovat rozsireni téles o algebraické prvky. Ukd-
Zeme, jak dimenze (stupen) rozsiteni souvisi s kofeny polynomi
a na zdveér charakterizujeme vsechna rozsiveni koneéného stupné:
jsou to prave rozsirent o konecné mnoZstvi algebraickych prvki.

Pfipomerime, Ze je-li T < S rozsifeni téles a ay,...,a, € S, pak Tlay,...,a,]
znadéi nejmensi podokruh S obsahujici Tiay,. .., a,. Zavedeme znaceni T'(aq, ..., ay,)
pro nejmensi podtéleso S obsahujici T i ay,...,a,. V nékterych ptipadech jde o ten-

ty7 okruh, nékdy ne — napt. Q(v/2) = Q[v/2], ale Q(r) # Q[n] (viz Tvrzeni 24.2 a
ptiklady pod nim).

Klicem k pochopeni této sekce je myslenka, Ze nadtéleso S > T lze povazovat
za vektorovy prostor nad télesem T: sc¢itani a odc¢itani pfebereme beze zmény a
misto ndsobeni jako operace S x S — S uvazujeme pouze restrikci T x S — S,
tj. ndsobime prvky S (vektory) pouze prvky T (skaldry). Tento vektorovy prostor
budeme znadit St = (S, +, —,0,a- : a € T), jeho dimenze se nazyva stuper rozsiveni
T < S aznadi se [S: T] = dim S.
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Priklad.

e [C:R] = 2. Prvek a+bi € Clze povazovat za dvojdimenzionalni vektor nad
R, s¢itani i nasobeni redlnym ¢islem probiha po slozkach. Baze prostoru Cg
je napft. 1,4.

e [Q(3/2) : Q] = 3. Prvek a +bv/2 + cv/4 € Q(V/2) = Q[V/2] Ize povazovat za
t¥idimenzionalni vektor nad Q ze stejného diivodu. Béze prostoru Q(/2)g
je napi. 1, ¥/2, v/4.

e [Q(v2,V3) : Q] = 4, baze prostoru Q(v/2,v/3)g je napt. 1,v/2,1/3, /6.

o Rozsifeni mohou mit i nekoneény stuperni: napf. [Q(7) : Q] =Rp a [R: Q] =
2%,

Je-li stupent [S : T| kone¢ny, fikdme, Ze jde o rozsifeni konecného stupné.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Rekneme, ze prvek a je algebraicky
nad T, pokud existuje polynom z T|z], jehoZ je a kofenem. V opaéném piipadé se
prvek a nazyva transcendentni nad T. Je-li kazdy prvek télesa S algebraicky nad
T, hovoiime o algebraickém rozsireni.

Tvrzeni 24.1. Rozsiteni konecného stupné jsou algebraickd.

Dikaz. Oznaéme n = [S : T] a uvaZujme libovolny prvek a € S; dokdzeme, Ze je
algebraicky nad T. Prvky 1,a,a2,...,a" !, a” jsou linedrné zévislé, protoze jich je
vice nez je dimenze vektorového prostoru St. Tedy existuji koeficienty b; € T', aspon
jeden z nich nenulovy, kterymi lze linedrné nakombinovat nulu, tj. .., bia’ = 0.
Prvek a je tedy kofenem nenulového polynomu > . bz’ € T'[z]. |

Opacnéa implikace neplati: piikladem je algebraicky uzévér télesa Q (viz Tvrzeni
26.3), ktery méa nekoneény stupeiti nad Q. Pokud ovSem rozsifujeme téleso T o jediny

algebraicky prvek, stupeni kone¢ny je (viz Tvrzeni 24.3). DokéZeme to pomoci tzv.
miniméalnich polynom1.
Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S algebraicky prvek nad T. Minimdinim
polynomem prvku a nad T rozumime monicky polynom m, t € T[z] spliiujici

(1) mg,r(a)=0;

(2) kdykoliv monicky polynom f € T[z] spliiuje f(a) =0, pak mq1 | f.

Existuje takovy polynom pro kazdy algebraicky prvek? Ano, nebot mnoZzina

I'={feTlz]: f(a) =0}
tvori idedl v oboru T[z]; protoZe je v tomto oboru kazdy ideal hlavni (Véta 6.4),
I mé (monicky) generator m (tj. I = mT[z]) a vidime,Ze m je hledany polynom
Mg, T-

Polynom m, t je v T[z] ireducibilni: kdyby se rozklddal na souéin f - g, pak by
prvek a byl kofenem f nebo g (nebo obou), coz by bylo ve sporu s minimalitou.
Naopak, je-li a kofen monického ireducibilniho polynomu f € T'[x], pak f = m, T:
to proto, Ze m, T musi délit f, jenZe ten nemé vlastni délitele.

Piiklad. Z vySe uvedeného divodu je vidét, Ze napt.
mig=x—1, mi,Q:xQ—i—l, m\s/§7Q:x3—2, mﬁ+\/§7(@:x4—10x2+1.
Tvrzeni 24.2. Bud T < S rozsifens téles a a € S algebraicky prvek nad T. Pak
T(a) = T[a].
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Diikaz. Podle Tvrzeni 19.2 tvoii Tla] = {f(a) : f € T[z]} podokruh t&lesa S.
Dokéazeme, Ze to je podtéleso, tj. Ze v ném existuji inverzni prvky ke vSem nenulovym
prvkim. Méjme néjaky prvek 0 # f(a) € T'[al; hleddme polynom g € T[z] takovy, ze
f(a)g(a) = 1. Protoze f(a) # 0, polynom m, T nedéli f. Z ireducibility m, T plyne
NSD(mq,T, f) = 1, a tak podle Bézoutovy rovnosti existuji polynomy u,g € T'[x]
takové, ze 1 = umg T + gf. Dosazenim prvku a dostdvame 1 = u(a)mg r(a) +

g9(a)f(a) = u(a) -0+ g(a)f(a) = f(a)g(a). O

Poznamka. Piedchozi tvrzeni lze dokdzat i takto: homomorfismus ¢ : T[z] —
Tla], f — f(a), je zfejmé na, za jadro ma idedl m, vT[z], a tak podle 1. véty o
izomorfismu T[z]/mq 1 ~ T[a]. ProtoZe je my 1 ireducibilni, podle Véty 22.5 je
T|a] téleso, tedy T[a] = T(a).

Piiklad. Cislo 7 je transcendentni nad Q. Diky tomu m4 homomorfismus

Qlz] = Q[n], [ f(m)

trivialn{ jadro a z Tvrzeni 19.2 plyne, Ze to je izomorfismus. OvSem Q[xz] neni téleso,
takze ani Q[n] neni téleso a z toho divodu Q[r] # Q(n). (VSimnéte si, Ze napf.
1€ Q(m) \ QIr].) Ve skute¢nosti je Q(m) podilové téleso oboru Q[n].

Tvrzeni 24.3. Bud T < S rozsifend téles a a € S algebraicky prvek nad T. Pak
[T(a) : T] = degmq, .

Dikaz. Ozna¢me n = degm, 1. Dokazeme, Ze prvky 1,a,a?,...,a" "1 tvofi bazi
vektorového prostoru T(a)T, a tedy Ze jeho dimenze je n.

Kdyby byly prvky 1, a,a?,...,a" ! linedrné zavislé, pak by platilo Z?;Ol bia* =0
pro néjaka b; € T, z nichz je aspon jedno nenulové. Takze by prvek a byl kofenem
(nenulového) polynomu 3"~ " bz’ € T[z] s mensim stupném nez m, , coi je spor
s minimalitou mg, T.

Nyni dokazeme, ze prvky 1,a,...,a generuji vektorovy prostor T'(a). Méjme
prvek f(a) télesa T(a) = Ta], vyjadiime jej jako linedrni kombinaci. Bud ¢,r €
T[z] takové, ze f = q-mg 1 + 1 a degr < degm, 1 = n. Pak

fla) = q(a) - ma,x(a) +r(a) = q(a) - 0 +r(a) = r(a),

a protoZe je stupeil r mensi nez n, mame f(a) = r(a) = Z?;OI b;a’, kde b; € T jsou
koeficienty polynomu 7. O

n—1

Priiklad.

o [C:R]=deg(x?+1)=2.

e [Q(¥2) : Q] = deg(s® —2) = 3.
Obecnéji, [Q(+/p) : Q] = deg(z™ — p) = n pro libovolné n a prvocislo p,
protoze uvedeny polynom je podle Eisensteinova kritéria ireducibilni. (Co
kdyZ p neni prvocislo?)

e [Q(e?™/3) : Q] = 2. Cislo €*™/3 je kofen polynomu x* — 1, ten viak neni
ireducibilni, rozklada se jako (z — 1)(2% +z + 1).
Obecnéji, [Q(e2™/P) : Q] = p — 1 pro libovolné prvoéislo p.

Tvrzeni 24.4. Bud T < S < U rozsitent téles. Pak
[U:T]=[U:S]-[S:T].
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Abychom zjednodusili zapis, dikaz tvrzeni provedeme pouze pro piipad, kdy jde
o roz§ifeni kone¢ného stupné. V nekonecéném piipad€ lze postupovat analogicky a
¢tenar zbéhly v praci s nekonec¢nédimenzionalnimi prostory si jej snadno sam upravi
(v dalsim textu nebudeme tento pfipad potfebovat).

Dikaz. Ozna¢me m = [U : S|, n = [S : T] a zvolme bazi aq,...,a, vektorového
prostoru St a bazi by, ..., b, vektorového prostoru Ug. Dokézeme, Ze prvky
albl, [P ,a1bm, agbl, ‘e ,a2bm, ceey a”bl, ceey anbm

tvoti bazi vektorového prostoru Ur.

Nejprve dokézeme, ze tyto prvky generuji Ur. Je-li u € U, pak u = ), s;b;
pro néjaka s; € S. Kazdé s; lze napsat jako s; = thija]’ pro néjakd t;; € T a
dosazenim druhé rovnosti do prvni dostavame

u = Z (Ztija]’)bi = Ztij . ajbi.
i J 0,J
Tedy u je linedrni kombinaci uvedenych prvku s koeficienty z télesa T.

Nyni dokézeme linedrni nezavislost. Pfedpokladejme, ze Zl jtij a;b; = 0 pro

néjakd t;; € T. RozepiSeme

0= Ztijaib]‘ = Z (Ztijai) bj.
,J i

J

————
€s

Linearni nezavislost prvki by,...,by, nad télesem S nam dava ) . t;;a; = 0 pro

kazdé j a z linedrni nezdvislosti ai,...,a, nad télesem T dostdvame t;; = 0 pro

vSechna 1, j. O

Piiklad. Pomoci vypoctu dimenze predvedeme, Ze

Q(V2 +v3) = Q(v2, V3).
Podle Tvrzeni 24.3 je [Q(v/2 + v/3) : Q] = deg(z* — 1022 + 1) = 4. Podle Tvrzeni
244 2 243 je [Q(v2,v3) : Q] = [Q(v2,v3) : Q(V2)] - [Q(v2) : Q] = deg(s® —
3) - deg(x? — 2) = 4. Protoze maji oba prostory stejnou dimenzi, a pfitom je ziejmé
Q(V2 +v3) < Q(v2,v/3), musi byt tyto prostory stejné.

N2

Véta 24.5. Rozsiteni T < S md konecny stuperi pravé tehdy, kdyzS = T(aq, ..., a,)
pro néjaké proky ay,...,a, € S algebraické nad T.

Diikaz. (<) Uvazujme postupné rozsiteni
T <T(a1) < T(ar,a2) < ... <T(ay,...,a,).
Podle Tvrzeni 24.4 je [T(ay,...,ay) : T] rovno
[T(ay): T]-[T(a1,az2) : T(a1)] - ... [T(a1,...,an) : T(ay,...,an_1)].

Vsechny stupné v souc¢inu jsou konecné diky Tvrzeni 24.3, tedy i [T(aq,...,ay) : T]
je konecny.

(=) Budeme postupovat indukci podle k =[S : T]. Pro k =1je S =T a véta
plati. Dale pfedpokladejme platnost tvrzeni pro vSechna rozsifeni dimenze méné
nez k. Zvolme prvek a € S\ T a uvazujme rozsifeni T < T(a) < S. Podle Tvrzeni
24.4 plati

[S: T]=[S:T(a)] [T(a): T].

—— ———— —
k <k >1
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7 indukéniho predpokladu dostavame, ze
S = (T(a))(by,...,bn) =T(a,by,...,b,)

pro néjaké prvky by, ..., b,. Protoze jde o rozsifeni kone¢ného stupné, vSechny prvky
a,by, ..., by, jsou podle Tvrzeni 24.1 algebraické nad T. (Il

Na zavér uvedeme jednu drobnou aplikaci této véty. Rozsirenim stupné 2 se fika
kvadratickd. Dokézeme, Ze je-li T < S < C a [S: T| = 2, pak

S = T(+/s) pro né&jaké s € T.

Podle Véty 24.5 je S = T(a) a podle Tvrzeni 24.3 je a kofenem néjakého poly-
nomu z T[z] stupné 2. Znadmy vzorec na vypocet kofentt kvadratického polynomu
iké, Ze a = u + v4/s pro néjakd u,v,s € T, a tak S = T(u + vy/s) = T(y/s).
(Tvrzeni plati obecné pro libovolné kvadratické rozsifeni charakteristiky # 2, misto
komplexnich ¢isel stac¢i uvazovat libovolné nadtéleso, kde existuji odmocniny, jako
napf. algebraicky uzévér.)

Shrnuti. Zapamatujte si nasledujici vlastnosti rozsiteni T < S:
(1) Je-li @ € S algebraicky nad T, pak
T(a) = Tla] = {f(a) : f € T[z]} a [T(a):T]=degma,r.
(2) Je-li [S: T] < oo, pak kazdy prvek S je algebraicky nad T a
S =T(a1,...,an).
(3) JeiT<S<U,pak [U:T]=[U:8S]-[S:T].

25. * KONSTRUKCE PRAVITKEM A KRUZI{TKEM

Cil. Geometrickym konstrukcim pravitkem a kruzitkem odpovidaji
télesa konstruovatelnyjch cisel. Pomoct poznatki z predchozi sekce
lze dokdzat, Ze nekterd c¢isla konstruovatelnd nejsou, coZ umozniuje
dokdzat neresitelnost nekterych konstrukcnich uloh.

Mezi klasické starorecké tlohy patfily konstrukce pomoci pravitka a kruzitka.
Postupem casu vykrystalizovaly ¢tyri slavné tlohy, které se pres vSechnu snahu
nedafilo vyftesit:

o Rektifikace kruznice: k dané kruznici sestrojit tisecku, ktera je stejné dlouha
jako obvod této kruznice.
o Kuvadratura kruhu: k danému kruhu sestrojit secku takovou, ze ¢tverec s
touto hranou mé stejnou plochu jako dany kruh.
e Zdvojeni krychle: k dané tsecce u sestrojit tsecku v takovou, ze krychle
s hranou dlouhou jako v ma dvakrat vétsi objem, nez krychle s hranou
dlouhou jako u.
o Trisekce vhlu: k danému uhlu sestrojit tfetinovy thel.
V moderni fe¢i bychom prvni tii tlohy prelozili jako ,,je-li dana jednotkova tsecka,
zkonstruujte tsecku délky 2m, resp. /@, resp. v/2.“ Pies 2000 let trvaly snahy
tyto tlohy vyfesit. AZ rozvoj algebry v 19. stoleti umoznil dokazat, Ze to neni
mozné. Pro zdvojeni krychle a trisekci tthlu nalezl dikaz Pierre Wantzel roku 1837;
stejnd metoda Tesi i rektifikaci kruznice a kvadraturu kruhu, k dokonéeni vsak bylo
tfeba pockat dalsich témétr 50 let na Lindemanntv diikaz transcendence d¢isla 7.
Wantzelovu metodu zde predvedeme.
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Predné musime upiesnit, co vlastné rozumime konstrukci pomoci pravitka a kru-
zitka. Na zacatku je dana jistd kone¢nd mnozina Mgy bodid v roviné. Z ni mtizeme
zkonstruovat novy bod jako priusecik primek nebo kruznic uréenych jiz zkonstruo-
vanymi body; a tento postup lze nékolikrat opakovat. Formalné, konstrukce pomoci
pravitka a kruzitka je posloupnost My C M; C ... C M,, kone¢nych mnozin bodt
v roviné takova, ze M;11 = M; U{X}, kde X vznikne jako

(1) prisecik pfimky AB a piimky CD;
(2) prisecik pfimky AB a kruZnice se sttedem C a polomérem |DE)|;
(3) prusecik kruznice se stfedem A a polomérem |BC| a kruznice se stfedem D
a polomérem |EF|
pro néjaké body A, B,C, D, E. F € M;.

Princip Wantzelovy metody je pfevedeni konstrukei pravitkem a kruzitkem do
jazyka algebry. Zvolme v roviné soufadnice a uvazujme nejmensi téleso T;, které
obsahuje z-ové i y-ové soufadnice vSech bodi z M;. Dostavame tak Fetézec rozsifeni
téles TO STI STQ <... STn

Priklad (Pileni thlu). Podivejme se, jak se formalizuje tloha k danému thlu
sestrojit poloviéni thel. Mé&jme dan uhel tfemi body A, B,C (kde A je vrchol).
Sestrojime body

D =k(A,|AB|)NAC a FE=k(B,|BD|)nk(D,|BD|),
vysledkem bude thel dany body A, B, E. Tedy

M():{A,B,C}, My :MOU{D}, M2=M1U{E}.
Zvolme soufadnice tak, ze A = (0,0), B = (1,0) a C = (a,b). Neni t&zké spocitat,
e D = (g, ) & B = (S5l HHGe), vedy

To =Q(a,b), Ty =T, Ty="To(V3).

Stézejnim krokem Wantzelovy meotdy je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 25.1. [T, : Ty je mocnina &isla 2.

Dikaz. Podle Tvrzeni 24.4 je
[T" : To] = [Tn . Tn—l] LR [TQ . Tl] . [Tl : To]
Ukazeme, Ze
[T7;+1 : Tz] S {1,2}.
Probereme postupné vsechny tfi moznosti, jak se konstruuje novy bod.

(1) Jde-li o priseéik dvou piimek, ziskdme soufadnice nového bodu FeSenim
soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. Reseni soustavy
je opét prvek télesa T, takze mame T;; = T; a

[Ti+1 . Tz] =1.

(2) Jde-li o priisec¢ik piimky a kruZnice, ziskdme soufadnice nového bodu feSenim
soustavy jedné linearni a jedné kvadratické rovnice o dvou neznamych nad télesem
T,;. Vyjadiime-li z linearni rovnice y a dosadime jej do kvadratické, dostaneme
kvadratickou rovnici pro z, jejimz feSenim je ¢islo tvaru a + by/s, a,b,s € Tj;
podobny tvar bude mit i y. Tedy T;11 = T;(/s), z éehoz plyne, Ze

[Ti+1 : Tz] € {1,2}

v zévislosti na tom, zda je /s € T; nebo ne.
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(3) Jde-li o priise¢ik dvou kruznic, ziskdme soufadnice nového bodu FeSenim
soustavy dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. Odecteme-
li obé rovnice od sebe, zbavime se kvadratickych ¢lend (vSechny maji koeficient 1)
a ziskame tak ekvivaletni soustavu sestavajici z jedné linearni a jedné kvadratické
rovnice. Stejnym argumentem jako v (2) dostaneme

[Tz‘+1 : Tz] S {1,2}.

(Provedte popsané vypocty podrobné s obecnymi rovnicemi pfimky a kruZnice v
roving!) O

Disledkem Tvrzeni 25.1 je nefeSitelnost uvedenych tloh pravitkem a kruzitkem.

Rektifikace kruznice a kvadratura kruhu. Zvolme soufadnice tak, ze krajni body
zadané usecky (udavajici stfed a polomér kruznice) jsou (0,0) a (1,0); ¢ili Ty = Q.
Cilem tlohy je sestrojit tise¢ku délky 2, resp. /7, a bez jmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze vysledna tise¢ka ma krajni body (0,0) a (27,0), resp. (1/7,0). V
tom pripadé ale m, resp. /7, nalezi télesu T, a to je spor, nebot rozsifeni To < T,
je kone¢ného stupné, tedy podle Tvrzeni 24.1 algebraické, zatimco 7 i /7 jsou
transcendentni ¢isla.

(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové tisecky nelze sestrojit usecka zadné
transcendentni délky.)

Zdvojeni krychle. Podobné, zvolme soutadnice tak, ze krajni body zadané tsecky
jsou (0,0) a (1,0); ¢ili Ty = Q. Cilem tlohy je sestrojit tsecku délky /2 a bez
Wjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze vyslednd tise¢ka ma krajni body (0, 0)
a (¥/2,0). V tom piipadé ale ¥/2 nélezi télesu T,,, z ¢ehoz plyne, ze 3 déli [T, : To)
— uvazujeme-li rozsiteni Q < Q(v/2) < T,,, Tvrzeni 24.4 ika, 7e

[T To] = [T : Q(¥2)] - [Q(2) : Q] = 3- [T : Q(V)):
Spor s Tvrzenim 25.1.

(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové tsecky nelze sestrojit usecka zadné
délky a takové, ze polynom m, g ma stupe, ktery neni mocnina dvojky.)
Trisekce uhlu. Staci najit jedno konkrétni zadani, které neni fesitelné pravitkem a
kruzitkem. Uvazujme tedy thel 60° zadany body (0,0), (1,0) a (3, @), tj. To =
Q(v/3). Dokézeme, Ze neni mozné sestrojit bod

(cos 20°,sin 20°).
(Kdybychom zkonstruovali pfimku se smérnici 20° pomoci jiného bodu, dostaneme
tento jako jeji prusecik s jednotkovou kruznici.) DokdZzeme-li, Ze
[Q(v/3,c0820°) : Q(v/3)] = 3,

muzeme pouzit stejny argument jako pro zdvojeni krychle. K tomuto cili staci podle
Tvrzeni 24.3 nalézt minimélni polynom é&isla cos 20° nad télesem Q(v/3), tj. néjaky
ireducibilni polynom, jehoz je ¢islo cos 20° kofenem. Pouzijeme-li vzorec

cos 3a = 4(cos a)® — 3cos
(viz né&jaka sbirka goniometrickych vzorcit), dostavame cos 20° jako kofen polynomu
423 — 3z — £ € Q(v/3)[x]. Tento polynom je v Q(v/3)[z] ireducibilni, nebot nema v
Q(v/3) kofen (jak snadno zjistime dosazenim z = a 4 bv/3). Tedy

., 3 1
mcosZOO,Q(\/g) =T - Zw - g
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a dostavame [Q(v/3, cos20°) : Q(V/3)] = degm,,, 20°,Q(v/3) = 3

26. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA, ALGEBRAICKY UZAVER

Cil. DokdZeme ezistenci a jednoznacnost (aZ na izomorfismus)
nejmendiho rozsifeni daného télesa na téleso, ve kterém (1) dany
polynom md koten; (2) dany polynom se rozklddd na linedrni ¢i-
nitele; (3) kazdy polynom se rozklddd na linedrni cinitele.

26.1. Kofenova a rozkladova nadtélesa.

Cilem tohoto odstavce je dokazat, ze pro kazdy polynom f € T[z] existuje
nejmensi rozsifeni S > T, kde se f rozklad4 na linedrni ¢initele (tj. polynomy
stupné 1). Intuitivné je véc jasné: je-li T < C, pak staéi vzit S = T(aq,...,a,),
kde a1, ..., ay, jsou komplexni kofeny polynomu f. Problémy jsou dva: jednak jsme
nedokézali, Zze se f nad komplexnimi éisly skuteéné rozkladd (mimochodem, di-
kaz tohoto faktu, nazjvaného Zakladni véta algebry, neni viibec snadny), ale, a to
zejména, ne kazdé téleso je podtélesem C.

Kli¢ovym krokem je diikaz Véty 26.1(1), kde se najde rozsifeni, ve kterém existuje
aspon neéjaky koren. Dale staci postupovat indukci.

Definice. Rekneme, ze S > T je korenové nadtéleso polynomu f € T|[x], pokud
ma polynom f v télese S kofen a a navic S = T(a).

Véta 26.1. Bud T téleso a f € T|x] stupné > 1. Pak

(1) ezistuje kotenové nadtéleso polynomu f;
(2) je-li polynom f ireducibilni v T[z], pak jsou kaZdd dvé kotenovd nadtélesa
polynomu f T-izomorfni.

Pod pojmem T-izomorfismus se rozumi takovy izomorfismus U — V, jehoz
restrikce na mnozinu 7 je identita.

Diikaz. (1) Bud g né&jaky ireducibilni délitel polynomu f a polozme I = gT'[z]. Toto
je maximalni idedl v oboru T|z], a tedy faktorokruh S = T[z]/I je podle Véty 22.5
téleso. Uvazujme homomorfismus

Y:T — 8, a — lal.

Ten je prosty, protoze prvky télesa T (jakoZto konstantni polynomy) nejsou v idedlu
I. MuZeme tedy ztotoZnit téleso T s Im(v) (formélné vzato, jsou izomorfni) a
budeme uvazovat, ze T < S. Dosadime-li do polynomu g = """ a;az" prvek b = [z],
dostaneme

9(0) = ail2) =Y a’] = [g] = [0]-
i=0 i=0

Prvek b je tedy kofenem polynomu g, ¢ili také polynomu f, v télese S. Pritom
S = T(b), protoze uz okruh T|z] je generovdn mnozinou 7' U {z}.

(2) Uvazujme dvé kofenova nadtélesa T < T(a) a T < T(b). Podle Tvrzeni 24.2
a 19.2 je T(a) = {g(a) : g € T[z]} a T(b) = {g(b) : g € T[z]}. Uvazujme tedy
zobrazeni

p:T(a) = T(b),  gla) g(b).
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Presnéji feceno, je tfeba dokazat, Ze to je skutecné zobrazeni. Je duilezité si uve-
domit, ze f = mg1 = my 1 (protoze je f ireducibilni polynom spliiujici f(a) =
f(b) = 0), a proto, podle definice minimélnfho polynomu,

gla) =h(a) < (g—=h)(a) =0 < flg—h & (g—N)(b) =0 < g(b) = h(b).

Cili ¢ je skute¢né zobrazeni, navic prosté. Protoze ocividné zachovava viechny
operace, je to izomorfismus T(a) — T(b). O

Priklad.

e Koienové nadtéleso polynomu z2 + 1 nad Q je téleso Q(7).

e Kofenové nadtéleso polynomu z2 — 1 nad Q je t&leso Q.

e Koienové nadtéleso polynomu z* — 1 nad Q je téleso Q i téleso Q(i) — to

je mozné, protoze nejde o ireducibilni polynom.

Obecné, kofenové nadtéleso polynomu z” — 1 nad Q je kazdé Q(e2#™/™),

k=0,...,n—1.

e Kofenova nadtélesa polynomu 2 —2 nad Q jsou télesa Q(v/2), Q(/2-e27/3)
i Q(¥/2 - e*™/3). Podle piedeslé véty jsou tato télesa Q-izomorfni.

Definice. Rekneme, ze S > T je rozkladové nadtéleso polynomu f € T|x], pokud
se polynom f rozkladd v S[z] na linedrni ¢initele, a navic, kdykoliv T < U < S,
pak se polynom f v Ulz] na linedrni ¢initele nerozklada.

Véta 26.2. Bud T téleso a f € T|[x] stupné > 1. Pak

(1) ezistuje rozkladové nadtéleso polynomu f;
(2) kazda dvé rozkladovd nadtélesa polynomu f jsou T-izomorfni.

Diikaz. (1) Budeme postupovat indukei podle stupné polynomu f. Je-li deg f =
1, pak je S = T. V opaéném piipadé uvazujme kofenové nadtéleso T(a) > T
polynomu f a polynom g € T'(a)[z] takovy Ze f = g - (z — a). Stupenn polynomu
g je mensi, tedy z indukéniho pfedpokladu existuje jeho rozkladové nadtéleso S
nad T(a). ProtoZe se g rozklada v S[z] na linearni ¢initele, rozklad4 se tam i f =
g - (z — a). Navic téleso S je nejmensi takové: kdyby se polynom f rozkladal v
néjakém mensim télese, pak by se v ném rozkladal i polynom g, spor.

(2) Dokazeme indukci o trochu obecnéjsi tvrzeni:

Bud T1 a Ty nadtélesa T, ¢ : Ty — Ty T-izomorfismus, f = a;x® poly-
nom z T1[x], o(f) = p(a;)z® polynom z Taz] a oznacme Sy rozkladové
nadtéleso f nad T1 a So rozkladové nadtéleso o(f) nad To. Pak S1 a S
jsou T-izomorfni.

Dokazované tvrzeni plyne dosazenim T; = Ty =T a ¢ = id.

Budeme opét postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 1, pak
jeS1 = T; a Sy = Ty jedind volba. V opa¢ném pripadé uvazujme ireducibilni délitel
g polynomu f a jeho kofen a v S;. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel polynomu ¢(f)
a p(a) € Sy je jeho kofen, a tak podobné jako ve Vété 26.1(2) dostavame, ze T (a)
a To(p(a)) jsou T-izomorfni; ozna¢me v tento T-izomorfismus. Nyni pouZijeme
indukéni pfedpoklad: oznac¢ime-li h € Ti(a)[z] polynom spliwjici f = (x — a) - h,
tedy také ¥ (f) = (x — ¢(a)) - ¥(h), pak rozkladové nadtéleso S; polynomu h nad
T1(a) a rozkladové nadtéleso Sy polynomu (k) nad T2(p(a)) jsou T-izomorfni,
protoze degh < deg f. |

Priklad.
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Rozkladové nadtéleso polynomu 22 + 1 nad Q je téleso Q(7).

Rozkladové nadtéleso polynomu z2 — 1 nad Q je téleso Q.

Rozkladové nadtéleso polynomu z* — 1 nad Q je téleso Q(i).

Obecné, rozkladové nadtéleso polynomu z” — 1 nad Q je téleso Q(e2™/™),
tedy rozsifeni stupné n — 1.

Rozkladové nadtéleso polynomu 2% — 2 nad Q je téleso Q(/2, €27/3).

e Obecng, rozkladové nadtéleso polynomu 2™ —2 nad Q je téleso Q( /2, 2™/™),
tedy rozsireni stupné n.

26.2. Algebraicky uzaveér.

Definice. Téleso T se nazyva algebraicky uzavrené, jestlize ma kazdy polynom z
T[z] stupné > 1 v télese T kofen.

V algebraicky uzavieném té€lese se kazdy polynom rozkladad na linedrni ¢initele,
coz muzeme snadno dokézat indukci podle deg f: pro polynomy stupné 1 je tvr-
zeni trivialni; pro vyssi stupné vyuzijeme existenci néjakého korene a, vydélime f
polynomem z — a, ¢imz ziskdme polynom mensiho stupné a ten rozlozime pomoci
indukéniho predpokladu.

Piiklad. Téleso C je algebraicky uzaviené. Tomuto tvrzeni se fikd Zdkladni véta
algebry a jeji dikaz lze nejsnadnéji provést pomoci komplexni analyzy. A¢ se jeji
platnost dlouho tusila, poprvé byla se vSemi detaily dokdzana Gaussem az kolem
roku 1800.

Poznamka. Zadné kone¢né téleso nemtize byt algebraicky uzaviené. Oznacime-li
ai,...,an jeho prvky, pak polynom (x —a1)-... - (z —ay,)+ 1 nemé v tomto télese
kofen.

Definice. Rekneme, ze S > T je algebraicky uzdver télesa T, pokud je S alge-
braicky uzaviené téleso a zaroven je algebraickym rozsifenim télesa T.

Piiklad.
e Algebraicky uzavér télesa R je téleso C; je to rozsifeni stupné 2, tedy alge-
braické.
e Algebraicky uzavér télesa Q neni téleso C, nebot nejde o algebraické rozsi-
feni. Algebraicky uzdvér QQ popisuje nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 26.3. Bud S rozsifend télesa T. Pak
(1) mnoZina
U={a€S: ajealgebraicky prvek nad T}
tvoTi podtéleso télesa S;

(2) je-li téleso S je algebraicky uzaviené, pak U je algebraicky uzavér télesa T.

Dikaz. (1) Necht a,b € U a uvazujme téleso T(a,b). Protoze jsou a, b algebraické
prvky nad T, jde o rozsifeni konecného stupné (Véta 24.5), a tudiz o rozsifeni
algebraické (Tvrzeni 24.1). Cili T(a,b) C U a specidlné tedy U obsahuje prvky
a+b,a-b, —aiat (proa#0). Takze U tvori podtéleso.

(2) Evidentné je U algebraické rozsiteni télesa T. Je algebraicky uzaviené? Uva-
zujme libovolny polynom

f= zn:aixi e Ulx].
i=0
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Tento polynom ma jisté kofen b € S, protoze je téleso S algebraicky uzaviené.
Piitom prvek b je algebraicky nad télesem T(ao,...,ay), protoZe ve skutecnosti
f € T(ag,...,an)[x]. Z Tvrzeni 24.3 tak plyne, ze je stupenr [T(aog,...,an,b) :
T(ao,...,a,)] koneény. Pfitom stupenn [T(ag,...,a,) : T] je také koneény, nebot
agp, - .., ay, jsou algebraické nad T, a tak podle Tvrzeni 24.4 je stupen

[T(ag,...,an,b) : T] = [T(ag,...,an,b) : T(ag,...,an)] - [T(ag,...,an): T]

také konec¢ny. Tedy podle Tvrzeni 24.1 je prvek b algebraicky nad T, a tak kofen b
polynomu f lezi v U. O

Z tohoto tvrzeni plyne, ze algebraicky uzavér nekonec¢ného télesa ma stejnou
velikost jako dané téleso. Argument je analogicky dikazu, Ze algebraickych ¢isel
nad Q je jen spocetné mnoho, ktery jsme vidéli v prvni kapitole.

Véta 26.4. Ke kazdému télesuT existuje algebraicky uzdaver. Kazde dva algebraické
uzdveéry télesa T jsou T-izomorfni.

K dtkazu této véty je nezbytné tzv. Zornovo lemma, ekvivalentni formulace axi-
omu vybéru. Ctenaf, ktery toto zakladni tvrzeni teorie mnoZin nezna, musi kroky,
kde se Zornovo lemma pouziva, brat jako fakt. Dikaz jednoznacnosti navic pouze
naznacéime, nebot v ném je uziti Zornova lemmatu stéZejni a i predchozi teorii ko-
fenovych nadtéles bychom museli délat podrobnéji, abychom byli schopni zapsat
dtikaz poradné.

Lemma 26.5. Ke kaZdému télesu T existuje rozsireni S > T takove, Ze kaZdy
polynom z T[x] md v S kofen.

Diikaz. Dukaz je analogicky konstrukci kofenového nadtélesa daného polynomu;
budeme konstruovat néco jako ,kofenové nadtéleso pro vSechny polynomy zaroven*.

Bud tedy X mnozina proménnych takové, ze kazdému polynomu z T|[x] odpovida
jedna proménnd; formalné, polozme

X ={zy: feT]}.

Uvazujme nyni okruh T[X] (polynomy s proménnymi z X ). Podle Zornova lemmatu
existuje maximélni ideél I obsahujici vSechny polynomy f(xy), f € T[z] (za pro-
ménnou z v polynomu f substituujeme proménnou zs). Faktorokruh S = T[X]/I
je podle Véty 22.5 téleso a podobné jako v dikazu Véty 26.1 se dokaze, ze do néj
lze vnotit téleso T (vnofeni ¢ — [t]) a Zze kazdy polynom f € T'[x] mé v S kofen,
konkrétné [x]. |

Diikaz Vety 26.4. Uvazujme fetézec nadtéles T = Sy < S; < S, < ..., kde S; 1
vznikne z S; konstrukci z predchoziho lemmatu. Polozme S := Ufio S;. Toto je
také téleso. P¥itom je algebraicky uzaviené, nebot kazdy polynom f € S[z] m4 jen
kone¢né mnoho koeficienttl, tedy f € S;[z] pro n&jaké (dostatecné velké) i, a tedy
f ma kotfen v S;;1, ¢ili také v S. Algebraicky uzavér ziskdme aplikaci Tvrzeni 26.3.

Ditikaz jednoznacnosti se déla tak, ze se vezme usporadand mnozina M vSech
casteénych T-izomorfismt mezi danymi dvéma algebraickymi uzavéry; o ni se do-
kaze, ze splnuje pfedpoklady Zornova lemmatu, a tedy v ni existuje maximéalni
prvek; pak se dokaze, ze kazdy c¢astecny izomorfismus, ktery neni uplny, lze rozsitit;
z ¢ehoz plyne, ze maximalni prvek mnoziny M je T-izomorfismus téch dvou téles.
Detaily uvaddét nebudeme, ¢tenai mize nahlédnout do néjaké obsaznéjsi ucebnice,
jako napf. [Pro90]. O
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27. * KONECNA TELESA

Cil. V této sekci popiseme vSechna konecnd télesa.

Ukéazeme, Ze pro kazdou mocninu prvoéisla p* existuje, az na izomorfismus, pravé
jedno téleso velikosti p*. Struktura diikazu je nasledujici: nejprve si uvédomime, ze
jiné velikosti nez mocniny prvocisla nejsou mozné, protoze jde o vektorové prostory
nad Z,. Pak ukdZeme, 7e kazdé konecéné téleso velikosti p* je rozkladovym nadts-
lesem polynomu 2?" — z nad Z,, ¢imz jejich existence i jednoznacnost poplynou z
Veéty 26.2.

Lemma 27.1. Je-li T konecné téleso, pak |T| = p* pro néjaké prvocislo p a priro-
zen€ cislo k.

Dikaz. Oznacme p charakteristiku télesa T. Pak Z, je jeho prvotélesem, ¢ili T je
rozifenim télesa Z, konecného stupné, ¢ili Ty, je konecnédimenzionélni vektorovy
prostor nad Z,, a tak musi byt izomorfni vektorovému prostoru (Z,)* pro néjaké
k. O

Lemma 27.2. Rozkladové nadtéleso polynomu 2" — x nad Zyp md p* proki.

Diikaz. Uvazujme néjaké rozkladové nadtéleso T polynomu f = Py Ukazeme,
Ze jeho koreny jsou v T uzavieny na vSechny operace télesa. Tvrzeni 19.8 o Fro-
beniové endomorfismu ¥iké, Ze (a + b)? = aP + bP pro vSechna a,b a k-nédsobnou
aplikaci tohoto vzorce dostaneme, ze (a + b)pk =a? + b7, Tedy, jsou-li a, b kofeny
polynomu f, tj. a?" = a a b*" = b, pak (a + b)pk = a?" £ = a L b je také
kofen f a stejnd tak (a-b)P" = a? -0 =a-ba (a1 ) = () = a1 Z
minimality rozkladového nadtélesa plyne, ze T sestava pravé z kofenu f a tedy Ze
ma < deg f = p* prvki.

K dokonéeni zbyva dokéazat, ze polynom f nemd vicendsobné kofeny (tj. Ze pocet
prvki je piesné p¥). Kdyby byl prvek a vicendsobnym kofenem f, pak by podle
Véty 10.2 polynom z — a délil jak f, tak f’. OvSem NSD(f, f') = 1, jak Gtenaf
snadno ovéri Eukleidovym algoritmem. O

Lemma 27.3. Je-li T konecné téleso a |T| = p*, pak je T rozkladovym nadtélesem
polynomu 2?" — 2 nad L.

Diikaz. Uvazujme grupu T*: ta méa p* — 1 prvki, tedy podle Lagrangeovy véty
a? -l =1 pro kazdé a € T*, a tak " = a pro kazdé a € T (vCetné nuly).
Jinymi slovy, kazdy prvek télesa T je kofenem uvedeného polynomu, ten se tedy v
T rozklada na linearni ¢initele a T je jeho rozkladovym nadtélesem. ]

Dusledek 27.4.

(1) Konecné téleso velikosti n existuje prdvé tehdy, kdyZ n = p* pro néjaké
prvocislo p a prirozené cislo k.
(2) Konecnd télesa stejné velikosti jsou izomorfni.

Diikaz. (1) (=) plyne z Lemmatu 27.1, (<) plyne z Lemmatu 27.2 a (2) plyne z
Lemmatu 27.3 a Véty 26.2 (2). O
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Koneéné téleso velikosti p* se znaéi F,r (néktefi autofi pouzivaji téz znaceni
GF(p"), jako Galois field). Bud a generator cyklické grupy F;k (viz Véta 14.13). Pak
For = Zy(a) a jde o kofenové nadtéleso minimalniho polynomu mg z,. Pohledem
do dtkazu Véty 26.1 o konstrukci kofenovych nadtéles zjistime, ze

For = Zp(a) ~ Zy|x]/mz, q-

Ziskali jsme tak velmi uzitecnou reprezentaci télesa . jako faktorokruhu Z,[x]
podle ireducibilniho polynomu stupné k. Z Véty 27.4 tak mimochodem plyne, Ze
pro kazdé k takovy polynom v Z,[x] existuje.

Priklad.
o F), =7,
o Fy=Zsz]/(2® + 2+ 1), Fg = Zs[z]/(2® + = + 1), Fg = Z3[z]/(2? + 1).
e [+ neni ani Z,, ani (Z,)*, protoze to viibec nejsou télesa!

Poznamka. Podle Lemmatu 27.3 je F,» rozkladové nadtéleso polynomu f = 2P’ —
z nad Z,. Z dtkazu Lemmatu 27.2 vidime, Ze toto téleso sestdva prévé z kofent
polynomu f. Dostavame tak nasledujici vztah v oboru Fx[z]:

P H (x — a).
(LE]Fpk

Konec¢na télesa nachazeji fadu uplatnéni, napr. v teorii kéda. Pro hlubsi studium
lze doporudit text [Bar].
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